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. EPITOME 

DELLA STORIA DEL CALCOLO INTEGEALE 
DELLE DIFFERENZE PARZIALI . 

TTra gli Utili Utilissimi ritrovati del secolo non 
ha guari trascorso merita un luogo distinto il 
calcolo integrale delle differenze parziali , o 
dei differenziali parziali , come piacque ad al- 
tri d’ intitolarlo . L’embrione di esso rinvie- 
nesi in una dissertazione dell’ Eulero stampata 
dell’anno 1734 fra quelle dell’ accademia di 
Pietroburgo . Air Eulero tenne dietro Dalembert 
che "nel 1746 pubblicò la sua opera appellala 
réjlexions sur la cause générale dcs vents , 
per entro alla quale i germi di questa parte 
della matematica disciplina si veggono un po’ 
più sviluppati . E per lui videsi essa poggiare in 
maggior pregio e chiarore , quand’ egli il pri- 
mo , come raccogliesi dagli atti dell’ accade- 
mia di Berlino del 1 747 , sciolse il problema 
delle corde vibranti senza supporre col Taylor 
che tutti i punti della corda giugnessero sin- 
croni all'asse . 

E quindi anche allettato Eulero dal bello 
che in se racchiude sì fatto problema vi spese 
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attorno le sue solìecitiulini , il cui risultameii- 
to furon lavori della maggior conseguenza , per- 
tinenti alle corde vibranti e alla propagazione 
del suono , e consegnati negli atii accademici 
di Berlino , di Turino , di Pietroburgo . E qui 
è veramente dove il calcolo integrale delle 
differenze parziali , pc’ varj aspetti sotto cui 
V Eulero lo ragguardò , fe sentire più che più 
le sue forze , e fe conoscere e fissare la sua 
vera natura , il suo temperamento . 

Ma oltre all’ av'er dimostrato il nostro 
calcolo suscettivo d’ applicazioni in una molti- 
tudine di problemi fisico-matematici , compì 
r opera 1’ illustre di Basilea col metterne in 
piena luce il metodo , e con darne , coni’ ei 
ne diè, 1’ algoritmo che ammirasi nell’ esimia 
sua dissertazione stampata del i fra quelle 
^ di ^Pietroburgo ; intitolata i rivesti gatio ^functio- 
nurn ex data dìff'erentialiiiìn coiiditìone . 

Tempo è però che come ì nostrani fu- 
rono o primi in moltissime fra l’ arti e le 
scienze, o non ultimi in pochissime, e come 
spezialmente nelle matematiche dottrine e sco- 
perte non è loro contesa benemerenza e su- 
premità se non se dagl’ ingeniosi e vivaci e de- 
stri loro rapsodi , sorga e si faccia conoscere in 
alto seggio un italiano anco su ‘questo argo- 
mento deir integrazione delle differenze par- 
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ziali . Ed ecco l’ illustre Lagrange che ci fa 
retrocedere di un triennio rammentandoci di 
non essere stato allora da meno d’ Eulero 'e 
di Dalembert quando nel 1759 gli - atti della 
turinese accademia ci fecero vedere un suo 
grave scritto sulla natura e propagazione del 
suono, adorno di leggi eleganti e peregrine, 
dov’ egli fe cliiara mostra del suo profondo 
sapere in questa nuova emana/ione dell’ alta 
analisi . Egli stesso poscia da quel valentuomo 
ch’egli è, svolge diversi problemi analitici e 
lisici relativi sempre al nostro calcolo , dei 
quali lavori vanno ricchi i tomi "succossivi 
della stessa colletta accademica . 

In (juesti pregevoli depositi fanno bella 
ed importante comparsa fin del 1 770 anco 
due A'alorosi ragionamenti del chiarissimo sig. 
Monge , de’ quali uno pertiene al modo di de- 
terminare le funzioni arbitrarie eh’ entrano 
negl’ integrali dell’ equazioni a differenze par- 
ziali ; e l’altro s’aggira sur un metodo di 
molto ingenioso per integrar una classe d’equa- 
. zioni a differenze parziali con i coefficienti 
variabili sì , ma sudditi ad una certa determi- 
nata legge . 

11 primo di tali due ragionamenti è da 
■dirsi senza alcun dubbio di non lieve impor- 
jtanza per que’ primi tempi in cui il calcolo ih- 


Digitized by Google 


xri 

tegrale delle differenze parziali non era ba- 
stantemente adulto e formato . E neppure è 
da passare sotto silenzio clie l’ amore ne ave- 
^va dato un saggio in un trattatello letto all’ 
accademia di Parigi , die venne alla luce po- 
sticipato nei tomi dei litterati stranieri, [Sca~ 
vans étrangers ) del 78 , in cui leggesi la pro- 
messa di consegnare negli atti turinesi il ra- 
gionamento testé memorato . 

Negli atti accademici di Parigi dello stes- 
so anno 1770 si vede un discorso del celebre 
Coudorcet che verte in particolar modo in- 
torno all* eliminazione delle funzioni arbitra- 
rie , e delle costanti arbitrarie eh’ entrano ne- 
gl’ integrali dell’ equazioni a differenze par- 
ziali . Nel discorso medesimo 1 ’ autore dà una 
pennellata sul metodo di stabilire se un’equa- 
zione a differenze parziali sia integrabile . Avea 
di già il Condorcet fino dal ò8 dato a vedere 
d’ essere pienamente in possesso di questo cal- 
colo , avvegnaché la sua opera sul calcolo in- 
tegrale contiene un elegante metodo d’ inte- 
grazione per l’ equazioni a differenze parziali . 

Questo primo discorso del Comlorcet fu 
seguito da un secondo stampato del 1771 ne- 
gli stessi atti accademici di Parigi. Spicca in 
esso precipuamente la determinazione delle 
funzioni arbitrarie che entrano negl’ integrali 
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deir equazioni a diflercn/e parziali , mediante 
1’ integrazione d’ equazioni a differenze Unite , 
e a differenze finite e infinitesime . V^erso la 
fine di questo discorso mette 1’ autore a disa- 
mina la famosa quistione delle curve discon- 
tinue , dove non so se debba dirsi più per 
rispetto o per intima suasione ei lascia traspa- 
rire una tal ffuale pendfmza verso le sì con- 
tese teorie del suo maestro Dalembert . 

Dell’ anno 177^ dette il sig. Lagrange 
nella collezione accademica di Berlino una 
dissertazione pertinente alle differenze parzia- 
li, nella quale incomincia a sviluppare delle 
teorie pregevoli sopra l’ integrazione deH’equa- 
zioni a differenze parziali lineari del prim’ or- 
dine ; argomento cbe egli poscia, come ve- 
dremo , condusse all’apice della perfezione . 

Nei tomi che abbiamo accennati dei lit- 
terati stranieri veggiamo sotto l’anno 1778, 
cbe il sig. Monge produsse un altro suo scritto 
risguardante la determinazione delle funzioni 
arbitrarie mercè d’ equazioni a differenze fini- 
te , ciò .che in parte era stato dal Condorcet 
accennato un po’ prima nel suo secondt* dis- 
corso di cui abbiamo fatto mentovazione . 

Neitli atti dell’ accademia di Parigi del 
medesimo anno avvi una luitga insieme , e 
dotta scrittura del sig. Laplace concernente 
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r equazioni lineari <li second’ ordine a diffe- 
renze parziali . E^^li primamente va in essa di- 
visando delle trasl'ormazioiii utilissime che ser- 
vono a meglio tentni’e l’ integrazioii generale 
dell’ eijiiazioiii aiilideite . Passa seconda **ietite 
a seandagìiar co’ suoi calcoli e ra/.iocinanienti 
la possibilità o impossibilità d’ integrarle , nel 
che arrischia degli asserti di cui il rigore e 
r evidenza matematica non si chiamerebbe 
•paga e contenta . In un trattatello che sto 
preparando spero di far vedere come gene- 
ralmente un’ equazione a differenze parziali 
■lineari di second’ ordine con i coefiicienti fun- 
zioni di due variabili , si possa far sempre 
dipendere da equazioni a differenze ordina- 
rie ; ciò che varrebbe a provare non essere 
in parte legittime le conseguenze dedotte dal 
sig. Laplace nella sua prementovata scrittura . 

Dello stesso sig. Laplace ci diedero gli 
atti sovraccitati del altro lungo e dot- 

to ragionamento relativo alle serie dove ap- 
lica le sue teorie all’ equazioni di differenze 
parziali , nel quale son determinati per mol- 
-tissime i gl’ integrali espressi da funzioni che 
rinchiudono degl’ integrali definiti . Sul fine 
del ragionamento fa applicazioni del suo me- 
todo a deire([nazioni singolari che compren- 
dono differenze, parziali finite ..per una varia- 
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bile , e a diirereiize irilìnitesime per 1’ altra . 

Negli atti di Berlino del 1781 il sig. La- 
grange avolge la teoria del moto dei fluidi , 
nella quale integra per approssimamento la 
famigerata equazione di differenze parziali che 
determina il moto dei fluidi , e dove riunisce 
altre importanti riflessioni sul calcolo dell’ 
equazioni a differenze parziali . 

In quelli di Pietroburgo dell’ anno mede* 
simo vi sono quattro esimie dissertazioni ; due 
dell’ Eulero relative agli usi ed all’ applica- 
zioni del calcolo delle differenze parziali ; la 
terza del sig. Golovin , 1 ’ altra del sig. Lexel . 
La prima è intitolata de scilhitionibns mini- 
rnis funis lìberi suspensi . La seconda, tic per- 
turbatione iriotns chordaruin ah oarum pon- 
dere oriunda . La terza , npplìcatio ad sonos 
scypiìorum vitreorum , qui sub nomine iru- 
strumenti hurmonici sunt cogniti . La quar- 
ta , meditationes de formula qua inotus lami- 
narurn elasticarutn in annulos circulares in- 
curvatarum expriinitur . I soli argomenti del- 
le medesime annunziano l’ importanza delle 
cose di che vi si tratta e ragiona ; e fora per 
r una parte lung’ opera non che circostanziar- 
le , darne un sol cenno ; supervacanea sareb- 
be pt-r r altra , perchè nella seconda sezio- 
ne saranno da me recate in mezzo varie di 
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quelle applicazioni che ivi si leggono . 

Novella menzione ci occorre adesso di 
fare degli atti dell’ accademia di Parigi nei 
quali (in dell’ 83 si legge uno ed un altro 
discorso del sig, Consin . Si prefigge egli nell’ 
uno di ridurre ad tupiazione di dilfcrenze par- 
ziali qualunque equazion differenziale d’ordine 
superiore al primo , di ridurre per maniera 
d’ esemplo , un’ equazion di differenze ordina- 
rie dell’ ordin secondo ad una di differenze 
parziali di primo . Nel segiiitamento egli svolge 
e scandaglia gl’integrali d’equazioni a diffe- 
renze parziali , e siffatta disamina costituisce 
lo scopo primario di tale discorso. In quell’ al- 
tro che porta per titolo nflessioni sulla teo- 
ria matemal Ica del moto de' Jluidi parla a 
dilungo deir integrazione approssimante dell’e- 
quazioni inservienti al moto di essi . 

Un anno dopo produsse lo Stesso autore 
in quegli atti un discorso che j)uossi conside- 
rare come continuazione del primo dei due 
mentovati qui sopra . Oltreché vi si veggon 
dedotte alcune conseguenze le quali non so 
quanto sieno a dirsi giuste e precise , il mi- 
dollo di tale ragionamento è tratto in parte 
da alcune teorie generali stabilite precedente- 
mente da altrui . 

Ricomparisce nella stessa epoca, e negli 
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stessi atti il sig; Monge con due egregj lavoii 
sul nostro calcolo . Mira col primo a trovare 
r espressione analitica della generazione delle 
superficie curve ; s’ intertien col seconde in 
particolar maniera sul metodo di fare sparire 
le funzioni arbitrarie mediante la differenzia- 
zione , e mostra il come non infrequentemente 
por mezzo dell’ eliminazione conseguesi l’ in- 
tegrale d’ un’ equazione di differenze parziali. 

La cronologìa ne rimena da quei di Parigi 
agli atti di Berlino ne’ quali fin dell’ 85 il 
sig. Lagrange ritorna aneli’ egli con una pre- 
stante dissertazione ove tratta dell’ equazioni di 
differenze parziali del prim’ ordine , e che vie- 
ne ad essere un proseguimento di quanto era- 
si per lui scritto nel 72,000 la differenza che 
nella predetta dissertazione molto più general- 
mente ne tratta . Ha poi dato in tutta la ge- 
neralità nel XII quinterno della scuola poli- 
tecnica di Francia l’ integrazione, di simili equar 
zioni , in guisa che si può dire non restar al- 
tro a desiderarsi su tale argomento . 

Negli atti dell’accademia di Turino dell’an- 
no medesimo 1 78$ sono inseriti due ragiona- 
menti del citato sig. Monge i quali s’ aggirano 
sul calcolo di che ci occupiamo . Nel primo di 
questi fa egli vedere che una superficie curva è 
generata da una curva qualunque , costante di 
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forma variabile di posizione nello spazio, in- 
dipendentemente dalla natura della curva ge- 
neratrice , e dalla legge del moto suo . Pren- 
de ad integrare nell’ altro la seguente equazio- 
ne «di differenze parziali 



essendo L , M ,e N funzioni qualunque di x, 
a . 

Nella collezione accademica di Parigi dell’ 
anno 1787 vi si trova una bella dissertazione 
del sig. Legendre , risguardante l’integrazione 
d’ equazioni di differenze parziali . Primiera- 
mente in questo lavoro il sig. Legendre sog- 
getta ad un suo metodo particolare 1’ integra- 
zione di quella che determina l’ equazione della 
minor superficie ; problema già sciolto comechè 
con metodo meno diretto dal sig. Monge , ed 
ora dal sig. Legendre trattato con generalità tale 
che nulla più . Secondamente egli integra con 
dei metodi suoi proprj dell’ equazioni di diffe- 
renze parziali , ed insegna il modo di ridurre 
a lineari certe equazioni non lineari di difie^ 
renze parziali , Questo pezzo originale è fecon- 
do di cose rilevantissime, e merita quant’ al- 
tro mai r attenzion dei geometri . 

Nello stesso anno 87 comparve nei nuovi 
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atti deir accademia di Pietroburgo un discorso 
del sig. Giacomo Bernoulli , che porta per ti- 
tolo essai théorétique sur les vibrations des 
plaques élastiques , rectangulaires et libres , 
dove r autore mette in campo delle bellissime 
applicazioni del nostro calcolo . 

Nella stessa collezione di Pietroburgo dell’ 
anno 1 790 , si veggon citate due dissertazioni 
risguardanti le funzioni arbitrarie negl’ inte- 
grali di differenze parziali , autore dell’ una di 
esse Arbogast , Lorgna dell’ altra , presentate 
ambedue all’ accademia nell’ occasion di un 
quesito proposto su tale argomento dalla me- 
desima . Per quello che si rileva dagli stessi 
atti accademici , la dissertazione del sig. Arbo- 
gast fu la premiata , e fu 1’ onor d(dla stampa 
all’ altra del Lorgna . Ma siccome sono state 
stampate fuori della collezione accademica , e 
non essendomi riescito di rinvenirle in queste 
parti , così niente posso riferire dell’ importan- 
za delle medesime , e mi restringo perciò ad 
avvertire che per quella del sig. Arbogast a chi 
-bastasse d’ averne un’idea potrà consultare il 
trattato di calcolo differenziale ed integrale del 
sig. Lacroix al tom. 2. pag. 6ig. 

Nel primo tomo di matematica e di fisi- 
ca dell’ Istituto di Francia consegnò il sig. La- 
place una dissertazione cospicua su’ movimenti 
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de’ corpi celesti intorno a’ loro centri di gra- 
vità , ove s’ intertien lungamente su quell’ e- 
quazione a differenze parziali che determina 
il moto de’ fluidi . Tutto il più bello di que- 
sta dissertazione e dell’ altre sue che ahbiam 
sopra commemorate , è stato da lui riunito e 
raccolto nella sua celebre opera intitolata rné- 
canique cél'este arricchita di analoghe giunte 
belle tutte e pregevolissime. 

Nel terzo volume matematico dell’ Istituto 
medesimo si vede accennato che fur presen- 
tate alla classe fisica e matematica alcune dis- 
sertazioni , e che giudicate degne della pubblica 
luce fur destinate pel volume dei dotti stranie- 
ri ; ma qui in Bologna questo volume non è stato 
veduto; anzi dopo le investigazioni fatte di esso 
in altri e più luoghi e tutte riuscite vane , è da 
credere esser rimasto inedito e smeiiticato . 
Pure non sembra affatto fuor di proposito, poi- 
ché altro non ci è dato , il riportare i temi di 
tali dissertazioni , che si trovan descritti così 

1 . Sur V integration des équations aux 
différences partieltes linéaìres du second or-‘ 
dre , par Farce vai . 

2. Sur les séries et sur V intégrntion com- 
plète d' Ulte équation aux différences partici- 
les linéaires du second ordre à coefficieus 
constans , par le ménte . 
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' 3. Sur r intégrale complète et finis de 
V équation des vibrations des lames élasti- 
ques , par 1© méme , 

Nel quarto tomo del suddetto Istituto leg- 
gasi un ragionamento del sig. Biot intitolato 
•.recherches sur V integration des équations dif- 
férentielles partielles , et sur les vibrations 
des surfaces , ov’ ei dimostra che un’equazio- 
ne differenziale parziale d’ ordine qualunque , 
tra un numero qualunque di variabili, è sem- 
pre suscettiva d’ un integrale espresso per 
una serie finita o infinita , e completato da 
un numero di funzioni arbitrarie eguale all’ in- 
dice dell’ordine dell’equazione, poiché ciascu- 
na di queste funzioni comprende tante quan- 
tità indipendenti fra loro , quante sono le va- 
riabili ch’entrano nella proposta, men due. 
Tutti questi risultamenti gli ottiene 1’ autore 
sviluppando il valore della variabile princi- 
pale mediante il noto teorema di Taylor , o 
come portano altri opinione , di Giovanni Ber- 
noulli . Applica poi le sue teorie ed i suoi cal- 
coli alla determinazione dei movimenti delle 
superficie vibranti ed in ispezial guisa dei piani . 

Trovasi finalmente nel quinto de’ volumi 
• prementovati giudicata degna dell’ onore dei 
torchj una dissertazione titolata cosi integra- 
tion généralc et complète des équations de la 
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propagntion da son , V air étant consideré 
uvee ses trois dimensions , par Parceval . Ma 
questa pure destinata ad arricchir il volume 
dei dotti stranieri , come testé dicemmo , per 
noi irreperibile , non lascia di se nel suo titolo 
e nel nome dell’ autor suo che il desiderio 
d’ esser letta e disseppellita . 

Abbiamo una dissertazione del sig. Tram- 
bley fin del 1797 negli atti dell’accademia di 
Berlino , la quale oltre a varie osservazioni so- 
pra il problema delle trajettorie , contiene di- 
verse equazioni non lineari a differenze par- 
ziali , ed in un la promessa di vie meglio 
svolgere e rovistare questo tema importante 
in altro lavoro . 

Eccomi in fine , sempre con cronologico 
ordine, a tre italiani viventi , Fòssombroni , Bru- 
nacci , Paoli, maggiori della loro rinoniinanza, 
tutti e tre sorti in quella fortunata regione , 
altrice antiqua d’ ingegni , ferace mai sempre 
d’ inventori , la quale per tutti i suoi e per 
tutti i non suoi può citare quel grande che 
superò nell’ ingegno 1’ uman genere , e di cui 
lasciò scritto Keppler con enfasi veramente in- 
spirata , eh’ ei salse sulle più alte muraglie 
dell’ universo , e compr^^se tutto dall’ ultime 
cose alle prime. Fra’ tanti utili ritrovati che 
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questo genio sovrano ha lasciati in dote alla 
matematica scienza , è da riporsi la teorìa delle ' 
velocità virtuali , fecondo principio meccanico 
che sparse una nuova universale irradiazione 
su tutte le macchine e semplici e compo- 
ste . Or su questo argomento fino del 1796 
diede alla luce un’ insigne opera il sig. cav. 
Fossorabroni , per entro ' a cui campeggia e 
spazia per ogni dove il suo alto sapere non 
che nelle geometriche e meccaniche indaga- 
zioni , in quelle della subii inissi ma analisi e 
precipuamente ove dessa si appoggia al cal- 
colo delle differenze parziali , sì che egli pren- 
de il suo posto intra i cooperatori all’ incre- 
mento e a’ processi di questa sì importante 
filiazion matematica . Qualunque elogio però 
si potesse qui fare dell’ opera di questo in- 
signe geometra , non varrebbe mai tanto , 
quanto quello che parte comechè bel bello 
da un geometra di prim’ ordine di quella na- 
zione così circospetta nel laudare i suoi mae- 
stri gl’ italiani , dal sig, Prony voglio dire , 
che nel giornale della scuola politecnica di 
Francia ne raccomanda ai giovani la lettura 
siccome d’ opera nel suo genere rilevante . 

Venendo ora al secondo de’ tre memorati 
toscani , non si può dar commendazione che 
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basti al caZcoZo integrale dell' equazioni lineari 
opera pregevolissima del sig. cav. Brunacci che ‘ 
•vide la pubblica luce nel 1 798 , la cui merC/è 
si cessò di desiderare una limpida ed estesa dot- 
trina di questa emanazione .d’ analisi , eh’ è ;di 
tanto e cotanto rilevo nell’ indagini matemati- 
che . Nulla dirò dell’ equazioni lineari di di£- 
ferenze finite , nè di quelle pur lineari d’ in- 
finitesime, e nè di altrettali di differenze par- 
ziali finite , che in quell’ opera si contengo- 
no , ricche tutte a’ dovizia d’ importanti sco- 
perte , di fina sagacità , di magistrale ordine , 
e di limata non volgare chiarezza . Pretermet- 
tendo adunque ciò che non feci argomento di 
questo sommario , e restringendomi a far pa- 
rola di quelle sole equazioni che al mio as-' 
sunto pertengono , dirò primamente che pren- 
de ivi r autore a integrare la generale -equa- 
zion lineare di differenze parziali dell’ ordine 
ennesimo con i coefficienti invariabili , ed as- 
segna per questa l’ integrale dotato d’ un nu- 
mero n di funzioni arbitrarie . E avvegnaché 
r equazione dell’ ordine eh’ ei pigliq ad esa- 
mina , è da lui supposta mancante del secondo 
membro, proseguita e insegna che anchecliè 
la proposta lo possedesse , e fosse questo fun- 
zione di due variabili ma d’ una certa for- 
ma prestabilita , l’integrale della proposta rae- 
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desima si potria conseguir non pertanto , non 
dipendendone Tasseguimento se non se dall’ in- 
tegrazione di due equazioni lineari con i coef- 
ficienti costanti, le quali pur sannosi, com’ è 
notorio integrar per intero . Passa seconda- 
mente r autore a considerare dell’ equazioni 
tra quattro e più variabili con i coefficienti 
invariabili ed assegna per queste ancora gl’ in- 
tegrali completi , e come già quelle a tre va- 
riabili njcosi egli arreda anche queste di utili 
ed inge^ose riflessioni . Terzamente egli mo- 
stra, con una posizione del tutto nuova il modo 
di far dipendere l’ integrazione d’ un’ equazione 
a differenze parziali delP ordine n da altre dello 
stess’ ordine sì , ma a differenze ordinarie , là 
qual sostituzione abbiamo pur noi con esito 
felice impiegata in alcune dell’ equazioni trat- 
tate nella prima classe di quest’ operetta . Ulti- 
mamente si volge con artificj suoi proprj ad 
integrare equazioni di differenze parziali con i 
coefficienti funzioni di due variabili ; e gl’ in- 
tegrali dati da questo autore hanno il vantag- 
gio d’ essere rappresentati da formole più sem- 
plici di quelle de’ metodi usati dagli scrittori 
che primi si occuparono in siffatte disquisi- 
zioni . 

Antesignano d’ un ' nuovo rampollo della 
.'sublime analisi. ecco 1’ integrator celeberrimo 
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dell’ equazioni di differenze parziali finite ed in- 
finitesime , il sig. Paoli . Le sue dotte primizie 
su questo tema depositate nell’ ottavo volume 
degli atti della società italiana , furon foriere 
dell’altra sua insigne operetta uscita alla luce 
in Pisa del 1804» colla quale ei ne porge dif- 
fusamente la teoria di tali equazioni . 

Si fa egli in primo luogo a trattare delle 
linearle di differenze parziali finite ed infini- 
tesime del primo , del secondo , del toTz’ ordi- 
ne , e deir ennesimo con i coefficienti^ costanti 
fra tre variabili , ed assegna per esse tutte gl'in- 
tegrali compiti . Passa in secondo a considerare 
1’ equazioni medesime non più con i coefficien- 
ti costanti , ma come funzioni di una variabi- 
le , e chiaramente dimostra die V integrazione 
in tal caso si può far sempre dipendere da 
equazioni di differenze parziali finite corredate 
de’ coefficienti mutabili . Prova in terzo luogo 
l’autore per l’una parte, che se oltre a’ ter- 
mini moltiplicati per la variabile principale e 
per le sue differenze vi fosse anche un termi- 
ne funzione d’ una delle variabili , l’ integra- 
zione non pertanto non patirebbe veruna dif- 
ficoltà , e dimostra per l’ altra che se il termi- 
ne aggiunto funzione fosse di due variabili , 
l’integrazione ne soffrirebbe moltissime : ben- 
ché ciò non ostante annovera moltissimi casi 
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in cni anche colla funzione aggiunta puote 
afferrarsi l’ integrazione . Soggetta in quarto ai 
suoi metodi T integrazione dell’ equazioni a dif- 
ferenze miste intra quattro , cinque variabili 
ed ancor più , fornite de’ coefficienti costanti , 
e stabilisce anco per queste equazioni gl’ in- 
tégrali completi . In quinto si volge a quelle 
nelle quali la differenza di una e di un’ altra 
variabile è finita , quella di una terza è in- 
finitesima ; e che oltre la variabile principale , 
funzione dell’ altre tre variabili contengono de’ 
coefficienti costanti , A queste pure ed assegna 
gl’ integrali completi con due metodi limpidi 
elegantissimi , ed aggiugne oltre a tutti i termini 
in cui entra la variabile principale colle sue 
differenze , un altro termine funzione di tre 
variabili , non senza dare gl’integrali completi 
anche per le novelle equazioni che così ne ri- 
sultano , Passa finalmente a mostrare il chiarissi- 
mo autore gli usi delle cose esposte , e pria in- 
vestiga la somma delle serie infinite ; fa quindi 
vedere il come si possa mercè le sue teorie 
svolgere le funzioni in serie , e come s’ otten- 
gano gl’integrali per serie dell’ equazioni di 
differenze parziali infinitesime . Tali cose im- 
portanti contenute nell’ originale operetta del 
dotto Professore di Pisa e qui lineate appena 
e in iscorcio s fanno sommissimo onore non che 
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a Lui, air Italia tutta che e per Lui e per tan- 
ti altri Insigni ha a dovizia da indurre a ri- 
trattarsi volentieri chi disse l’Italia -non avere 
oggidì matematici , come se. tutto fosse oltra- 
monti , e tutto fosse portatile fin 1’ ingegno . e 
la mente degl’ italiani . 

Ora per terminar questo abbozzo della 
storia del calcolo delle differenze parziali , dirò 
che r Eulero dee per l’ una parte riguardar- 
sene come il principale discopritore , e che per 
r altra Dalemhect primo ne fece un’ applica- 
zione importante ed originale , e somministrò 
dell’ aperture all’ Eulero medesimo, come que- 
sti ingenuamente conviene ; onde, sembra po- 
tersi senza torto conchiudere col sig. Bossut 
che questi due illustri hanno presso a poco un 
eguale diritto alla gloria di sì bella e vantag- 
giosa -inventiva . 

APPENDICE. 

Eira presso al suo termine la stampa ,di 
quest’ epitome storica , quando svolgendo il ca- 
talogo de’ libri del sig. Molini di Firenze , vidi 
in esso accennato il primo volume de’ dotti 
stranieri ( scavans étrangers ) dell’ Istituto di 
Franci , cui , forse per la fresca data della sua 
impressione che è dell’ anno ultimo, precor- 
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30 , non mi fu dato di rinvenire in altr’ indi- 
ce , oltre ad averne fatta inutil 'i.ricerca appo 
questa Regia Biblioteca dell’ Università di . Bo- 
logna, dove probabilmente per lo stesso moti- 
vo della sua recentezza fui assicurato che un 
tal volume non avea finora veduto la pubbli- 
ca, luce. Ho pertanto trovate in esso di rela- 
tive al nostro calcolo delle differenze parziali 
le seguenti dissertazioni del sig, Parseval . 

I. Jntégration générale et complète des 
équations de la propagation da son , V air 
étant considéré avec ses trois dimensìons . 

a. Mémoìre sur la résolution des équa- 
tions aux différences partìelles linéaires du 
second ordre . • . > i 

3. Integration générale et complète de 
deux équations importantes dans la mécani- 
que des fluides . 

4 . Métnoire sur les séries et sur V inté- 
grations complète d' une équation aux diffé- 
rences partielles linéaires du second ordre à 
coeffìciens constans . 

La prima , la seconda , e la quarta di 
esse furono memorate anche qui sopra , ma 
solamente di titolo . La terza noi fu , eh’ io 
non ne aveva contezza , e fecivi in quel cam- 
bio menzione d’ un’ altra che sebbene citata 
dagli atti dell’ Istituto di Parigi , come desti- 
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nata a tener posto nel suddetto volume dei 
dotti stranieri , non pertanto non vi si trova 
inserita . Dico io dunque che nella prima delle 
teste nominate , il chiarissimo autore suppone 
già scoperte 1’ equazioni fra tre , quattro , e cin- 
que variabili di differenze parziali lineari , e 
cioè le tre equazioni che determinano la pro- 
pagazione del suono pe’casi che 1’ aria abbia 
una, due, e tre dimensioni . In seguito sup- 
pone trovato r integrale pel caso d’ una di- 
mensione, intanto che 1’ equazione non è se 
non quella , la quale determina il moto d’una 
corda in vibrazione, di densezza uniforme ; e 
di fatto r integrale fu per la prima volta , come 
è noto , dato dal Daleraberf, se non che il- no- 
stro autore il presenta cambiato in questa guisa 
u =z/’(z, j, ar-»-f^/a) — 1^/«) • 
volendo che z , y sieno considerati costanti per 
questo perchè nella risoluzione dell’equazione 
non si ha riguardo che al caso d’ una dimeny 
sione soltanto. Passa a mostrare, che volen- 
dosi r integrale dell’ equazione infra quattro va- 
riabili , sarà di mestieri far variare y nell’ es- 
pressione di u , e sostituire questo valore di u-, 
e de’ suoi differenziali in un integrale di forma 
definita , il quale integrale posto nell’ equazio- 
ne fra quattro variabili , la costituisce identica . 
Similmente per conseguir l’integrale dell’equa»- 
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zione fra cinque Tariabìli presuppone l’autore 
un altro integrale di forma definita, il quale rin* 
chiude l’integrale co’ suoi differenziali dell’e- 
quazione fra quattro variabili ; la qual espres- 
sione sostituita vien a rendere identica l’equa- 
zione per lo caso di tre dimensioni . Quindi 
conchiude che l’integrale nel caso di due di- 
mensioni , dipende da quello cognito per una , 
e che r integrale per quello di tre dipende 
dal caso di due : onde tutta la difficoltà non 
risiede altro che nella somma della serie che 
rappresenta l’integrale dell’ equazioni intra quat- 
tro , e cinque variabili , Ad ottenere questa som- 
ma presenta 1 ’ autore desìi artifizj sagaci ed ele- 
ganti e degni d’ essere avuti in considerazione . 

La seconda delle suddette dissertazioni vien 
ad essere un supplemento di quanto venne es- 
posto nel 73 dal sig. Laplace negli atti di Pa- 
rigi , poiché ritenendo il Sig. Parseval tutto ciò 
che di sostanziale contienesi nella trattazione 
di quel geometra , ne offre il risnltamento di 
alcune sue proprie ricerche , che puote esser 
utile per integrar l’equazioni di second’ ordine 
con gli coefficienti variabili. 

Si aggira la terza dissertazione sull’ inte- 
grar di due equazioni del sig. Lagrange con- 
cernenti alla meccanica de’ fluidi . E prima il 
sig. Parseval iscandaglia quella che dà il pre- 
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fato geometra alla pag. 5oi. della sua mecca- 
nica analìtica ^ e che pertiene alla propaga- 
zione del suono nel caso dell’ oscillazioni di 
una grandezza qual eh’ ella siasi ; e la ìntegra 
con elegantissimo metodo , prestabilito il sup 
posto che il fluido non sìa animato da forza 
alcuna acceleratrice . Integra poi quella che 
leggesi alla pag. 4®?- dell’ opera prementovata, 
non dando altra limitazione al problema che 
r ipotesi d’ una delle coordinate costanti , cioc- 
ché vale quanto supporre il canale orizzontale 
e composto di lamine fluide che muovonsi tut- 
te secondo un’ identica legge . 

La quarta ed ultima dissertazione che ver- 
te sulle serie e sur un’ equazione di differenze 
parziali con ì coefficienti invariabili , non rac- 
chiude cose che sebbene trattate dall’autore da 
quel valentuomo eh’ egli è , rechino insieme 
avanzamento e progresso al nostro calcolo , 
laonde non avvisiamo dello storico nostro pro- 
posito il darne il sunto . 


I 



M i propongo in quest’ opera di dare un 
metodo generale per integrare in termini fi- 
niti deir equazioni a differenze parziali d’ or- 
dine secondo, terzo, ec. con delle applicazio- 
ni alla fisica matematica . Per chiarezza mag- 
giore ho divisato di separare tutta la materia 
in due sezioni . Nella prima puramente ana- 
litica tratterò estesamente dell’ integrazione di 
diverse classi d’equazioni a differenze parziali , 
alcune affatto nuove , altre integrate soltanto 
in alcuni casi particolari . Nella seconda pren- 
derò a risolvere alcuni problemi di fisica ma- 
tematica , fra’ quali quelli delle corde vibranti 
nel caso ' di variabile densità , della propaga- 
zione del suono , dell’ oscillazioni d’ una cate- 
na pesante , ec. problemi, alcuni dei quali sa- 
ranno da me trattati co’ nuovi metodi intro- 
dotti da Lagrange , e felicemente promossi dal 
pr. Brunacci . L’ equazioni finali che emerge- 
ranno dai medesimi problemi , saranno per T ap- 
punto di quelle già considerate nella prima 
sezione . 


a 


a 


SEZIONE PRIMA 


Integrazione di alcunè classi d' equazioni 
a differenze parziali . 


CLASSE I. 

I. Innesta classe d’equazioni a differenze par- 
ziali abbraccia un numero esteso d’ equazioni 
di qualunque ordine . Dalla generale equazio- 
ne di second’ ordine comincierò l’ integrazio- 
ne , passando all’ altre degli ordini superiori . 
Sia per tanto 1’ equazione 



dove M , N, P, e ^ sono solamente funzio- 
ni di x; ed M è la funzione derivata di N\ 
e P con una costante indeterminata è la fun- 
zione derivata di Q . 

Per rendere lineare la proposta equazione , 


3 

mi servirò della posizione data dal pr. Brunac- 
ci nel corso di matematica sublime , consi- 
stendo questa in fare s = ue «r h- z', essendo 
u , e z due nuove funzioni di x e a una co- 
stante indeterminata da determinarsi . Avremo 
per questa supposizione 

( dz\ *y idu\ /dz\ 
dxì ~ ^ fe) 

( dd av */ /dd u\ / dd z\ 

d7‘) = ' (dTÌ * (j^ì 



Fatte le sostituzioni e ordinando , si tro- 
verà la trasformata 



che potremo separare nelle due equazioni (i). 



Dunque l’ integrazione della proposta dipende 
dalle due equazioni lineari a coeiricienti varia- 
bili (i) , e (2) : ma queste sono della forma 
richiesta nel teorema di derivazione da me fis- 
sato in una memoria stampata nel tomo XIII 
degli atti della società italiana delle scienze , 
volendosi nel medesimo che il coefficiente di u 
nell’ equazione (i) sia la funzion derivata del 


coefficiente 



e che il coefficiente della 


z nell’ equazione (2) sia la derivata del 


fidente 



coef- 


2. Usando però dei metodi esposti in 
quella memoria per integrare simili equazioni , 
troveremo che 1 ’ equazione { i ) si trasformerà 
nel quadrinomio differenziale 


dp-^p* dx-^ •* Jt/arzz o 

posto . Similmente l’equazione (2) 
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sì ridurrà al quadrinomio 
dq~^qq dx-^qN dx^M dx — 0 



Per integrare il primo quadrinomio sup- 
porrò jo = log. 5 -+-log. t , essendo s, e t due 
nuove variabili ; ed avremo , sostituendo 

ds dt r , , 1 1 , 

H ^ log. 5 -f-log. t j dx-*- 

l^log. j-f-log. ij ^jdx-4 - M P-4- «*j da: = o 

equazione che potremo spezzar in due onde de- 
terminare le variabili s , e t . Sarà dunque 

Y dx — o 

^*H-Jlg.5-»-lg.ij daM-[lg.5H-lg. ‘IK-e] dxxzo 
Dalla prima si ricava integrando 
log. 5 J 

essendo come sì è detto M la derivata dì iV, 
e /*-♦-* la derivata di ^ . La seconda , fatte le 
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sostituzioni e riduzioni opportune , si conver- 
te nell’ equazione 

7 * cZx — log. t da; = o 

I metodi d’ integrazione per quest’ ultima 
equazione sono già noti ; onde eseguita 1’ ope- 
razione come conviene , si troverà l’ integrale 
espresso dalla seguente formula 

f\N-^‘Q\dx 

^ e 

J e dx 


Sostituendo in vece di 5 e t i valori tro- 
vati , avremo 




/. 


f[N-^aQ]dx 


dx 




che sarà l’ integrale del quadrinomio proposto . 

Si troverà fatte, le operazioni come sopra, 
r integrale del secondo quadrinomio espresso 
dalla formula che segue 
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f Ndx 
e 

J e dx 


-N-^A' 


’ Ma si è supposto a = j e s' = 
dunque sostituendo , sarà 

/[N + -«fì]-<* 


u zzzBe^ 


IfeJ 

f 


z=B’e 


./li 


^ f Hàx 
fe-’ dx 


-- N-^A' 


] 


dx 


integrali finiti dell’ equazioni ( i ) , e { 2 ) . Le 
quantità A , B , A' , B\ sono le diverse costan- 
ti arbitrarie aggiunte all’ integrazioni . 

Ponghiamo i valori trovati di n , e z' nella 
prima posizione ; ed avremo 


o y 
z-=. B e e 


g/[N+.c]^r 


/nix 


.£•/ v«’ <'■' ' 
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espressione che indicherà l' integrale finito della 
proposta equazione a differenze parziali del 
second’ ordine 

3, Resta indeterminata la costante a » nia 
sviluppando la quantità esponenziale 

/[n+.cVx 

Be J ^ dx 

secondo le potenze di a , si troverà per z un’ 
espressione di questa forma 

zz=Xe'y ^X”a*e'y^X'"a^ e‘y 


fHix 


f\ fHdx 

' J ^fe dx ■* 


Be' 


essendo X, X\ A"'^ ec, funzioni eonosciute di 
X. Mettiamo ovaf{y) per e ^ indicando per 

f {y) una funzione qualunque di j), 



Questa formola rappresenterà l’ integrale della 
proposta corredato di una funzione arbitraria 
f (j) . Perchè tale espressione di z potesse dir- 
si l’ integrale completo , dovrebbe secondo i 
geometri che primi si occuparono in queste 
ricerche , contenere due funzioni arbitrarie . 
Ma i recenti analisti hanno dimostrato non 
essere una tale conseguenza sempre legittima , 
come potrassi riscontrare in diverse memorie 
e corsi di matematica scritti in quest’ ultimi 
tempi, fra’ quali quello , del pr. Brunacci ( tom. 
II. cap. 2. pag. 322 . e 323 . ) 

4. Sia proposta in secondo luogo 1 ’ equa- 
zione di terz’ ordine a differenze parziali 



essendo M \N Q come al §. i. Quest’equa- 
zione si trasformerà nella trattata , se faremo 

b 


IO 



Sostituiti questi valori , avremo 1’ equazione 



che è della forma richiesta : quindi Z verrà 
espresso dalla seguente formola 



} 
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Ma abbiamo supposto = Z , e 


dxz^Zdx-, integrando dunque, ricave- 

dx/ 


remo zxzf Zdx -¥-F{j ) , essendo F{y) una fun- 
zione arbitraria di y, che devesi aggiungere 
air integrale in vece della costante arbitraria . 
( Si consultino i trattati di matematica di Paoli , 
Eulero , Brunacci, ec. dove si vedrà il metodo 
d’ integrare generalmente T equazione differen- 


ziale ^ ^dx" =z f{x.y) dx" .) 
d X 

Sostituendo ora il valore di Z , sì troverà 



espressione completa e che indicherà l’ inte- 
grale finito della proposta equazione di terzo 
ordine a differenze parziali . 


5. Sia in terzo luogo da integrarsi 1’ equa- 
zione di quart’ ordine a differenze parziali 


^ =z o 


ra 



^dydx^' I 


Per ridurre f|U6st' ec|U3zione alla forma della 
trattata al §. i, faremo ^ = Z , ed esegui- 


te le medesime operazioni come al §. 4> avre^ 
mo primieramente 



ed in secondo luogo si avrà 

f dx fZdx-*~xF[y)-^F{y) 

dunque sostituendo si troverà l’ integrale dell' 
equazione a differenze parziali di quart’ ordi- 
ne , espresso con la seguente formula 
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^xF(y)‘^F' {y) 


6. Apparisce chiaramente che co' medesi- 
mi artificj si potrà generalmente integrare l’e- 
quazione a differenze parziali dell’ ordine n 



semprechè sì faccia = Z ; e fatte le 


sostituzioni , si otterrà la solita equazione dì 
second’ ordine 
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che generalmente sappiamo integrare . 

7. Si potrebbe pure co’ metodi esposti ri- 
durre. r equazione dell’ ordine m -+- n 2 = 
^ 2 ( ponendo m -4- n “ r ) a quella di 

second’ ordine 



purché si faccia ^ • 
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Possiamo dunque stabilire generalmente 
che qualunque altra equazione della forma di 
quelle fin (jiù considerate sarà completamente 
integrabile, se i coefficienti M , N, P, e Q 
godranno delle proprietà enunciate ; e però 
resta dimostrato un teorema analitico , che 
può essere di scorta per distinguere se un’ e- 
quazione a differenze parziali della forma trat- 
tata ammette un integrale finito e completo 
usando degli esposti metodi . 

CLASSE II. 

9 

8. Xj equazioni che prenderò ad integrare in 
questa classe sono dell’ultima importanza per 
le applicazioni ai problemi d’idrodinamica, e 
d’astronomìa fisica. 11 sommo Eulero nel tomo 
terzo dell’ opera intitolata Miscellanea Tauri” 
nensia ed altrove , si propose d’ integrare 1’ e- 
quazion generale 

a(^)=b 

Wj*' Wx’* x\dxl X* 

dalla quale dipendono infinite altre di uso 
esteso in molte ricerche difficili ed interessan- 
ti . Ecco come questo celebre autore si espri- 
me ,, Ce n’ est pas une pure speculation , qui 
a fourni cettc équation , mais elle renierme la 


1.6 

solution de plusieurs qiiestions physico-mathé- 
matiques de la dernière importance ,, . I passi 
fatti dall’ Eulero non sono che pochi e limi- 
tati ad alcuni casi particolari ; soltanto procu- 
rò egli di sodisfar in parte alla ricerca , tro- 
vando una serie indefinita la quale adempisse 
alla condizione richiesta . Ma siccome i geo- 
metri bramano gl’ integrali espressi in termini 
finiti , così spero co’ metodi eh’ io son per 
esporre di aver appagate le loro brame , giac- 
ché offrirò compiutamente integrata la propo- 
sta e([uazione a differerìze parziali . 

/* dx 

9. Ponghiamo dunque z~\z-^u\e'^ 
essendo z funzione di j ed x ; ed u e /> fun- 
zioni solametite di x . Differenziando , avremo 



fpdx 


e sostituiti questi valori nella proposta , si tro 



*7 


verà l’equazione trasformata 



Siccome quest’ equazione contiene le tre in- 
determinate z, u , o p, potremo determinar 
queste mediante 1’ equazioni 



bdp-^hppdx-^^^ dx — (3) 

OC ^ 

La prima (i) è un’equazione a differenze 
parziali ed appartiene al famoso problema del- 
le corde vibranti nel caso di uniforme densità ; 
e sono noti i metodi per integrarla . La secon- 
da ( 2 ) è a differenze ordinarie di second’ ordi- 
ne; e ne sono pur noti i metodi d’integrazione. 
Finalmente la terza (3) è un quadrinomio dif- 
ferenziale di priqi’ ordine ; e dipende la sua in- 
tegrazione dal teorema stabilito nell’ enunciata 

c 
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memoria stampata fra quelle della società ita- 
liana delle scienze . 

IO. Ad integrare l’equazione (i) mi ser- 
virò della cognita sostituzione z' = g e , 

essendo « , (S , e g costanti da determinarsi . 
Questa supposizione ci dà 



Sostituiamo questi valori nella proposta; e do- 

«x-hj3/ 

po averla divisa per ge , avremo a(3 =&«* 
da cui si ricava §=iizx \/ ~ . Questi due valori 
di )S ci danno due valori per z , cioè 






Per «' , g' indico altre due costanti arbitrarie 
diverse da * , g . 

Anche la somma di questi due valori di 
z' sodisfarà alla proposta, e sarà 
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Ora posta F per , 

r"r 1 ' — ’i/-l 

^ P — Jv a 1 8 ^ •} avremo perciò 

z'= F [x-HJv^ l\ -H F' ] 

essendo F -] , F' [x— j|/ *] due fun- 


zioni arbitrarie . 

II. Trovato l’integrale dell’equazione (i), 
vediamo come si possa integrare l’ equazione 
(a) ; e per questo ponghiamo la detta equa- 
zione sotto la forma 


la quale ^ fatto = <jT , si ridurrà a 

bdq-*-[ 2 bp^-\ qdx-+- [^bp^- ] (^Vdx =r o , 

X X 'ox' 

Mediante la sostituzione bernoulliana del pro- 
dotto di due nuove variabili , si troverà l’ in- 
tegrale di quest’ ultima equazione espresso per 


9 =^_ ■" 7 . 1 ''* f/^V * T. 

doc 


20 

Ma u :zz fqdx-i- B dunque sostituendo si tro- 
verà r integrale completo dell’ equazione (2) 
indicato dalla seguente formula 

u — A X -¥■ B — 

/[ 

12. Cerchiamo finalmente l’integrale della 
equazione ( 3 ) . Questo lo avremo servendoci del 
metodo esposto al §. 2 , che è quello indicato 
nella citata memoria , dove troveremo l’ inte- 
grale finito espresso dalla formola 

C 

*““* c , c 
® —b 

p = - 

c 

1 3 . Ponghiamo ora i tre valori di z , u, 
e p nella prima sostituzione , ed avremo 
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espressione che indicherà 1’ integrale fìnito e 
completo della proposta equazione a differenze 
parziali . 

i4- Air equazione trattata infinite altre 
d’ ordini superiori si riducono . Sia prima- 
mente proposta 1’ equazione a differenze par- 
ziali di terz’ ordine 

a( = 

' dxdy * ' \dx^ ' x ^dx * / x^^dx^ 
la (jiiale si riduce alla considerata di ordine 


secondo, ponendo =: z 
^dxJ 


Fatte le sostituzio- 



Ma r integrale di quest’ ultima equazione sap- 
piamo trovarlo col metodo esposto ; dunque 
sarà 

z=flVdx~^F{y) 

chiamando tV \\ valore di z' ricavato dall’ inte- 
grazione . 

i5. Vediamo in secondo luogo come s’ot- 
tenga r integrale dell’equazione di quart’ ordi- 
ne a differenze parziali 


522 

\dx^dy*‘ \dx^/ x^dx*' x'^^dx’’/ 
Bidurasi l’equazione di quart’ ordine a quella 

di secondo, e ciò con fare Integra- 

ta frattanto l’equazione in 2,', e chiamato W 
r espressione risultante di z, avremo 
z — f dx f Wdx -t-xF (j) -H F' (j) 
integrale finito, e completo dell’equazione di 
quart’ ordine a differenze parziali . 

16, Apparisce evidentemente che con gli 
stessi artificj si potrà ridurre all’ equazione di 
second’ ordine l’equazione a differenze parziali 
dell’ ordine n 

I d^z \ ^/d"z\^ c /d"~'z\ c /d*~^z\ 

\dx’‘~^dy^' \dx*' x*\dx'’~^' 

purché si faccia = z. Tutta la diffi- 

coltà dunque sarà riposta in dover integrare 
quest’ ultima equazione a differenze ordinarie 
dell’ ordine n — 2 : ma abbiamo già accennato 
essere sempre generalmente integrabile una si- 
mile equazione, come di fatti si può riscon- 
trare negli autori sopra citati . 

17. Riprendiamo l’equazione 


Digitized by Googlc 


a3 

=6 A (In 

\dx*' X VZx/ X» 

conciossiachò non sarà opra perduta T interte- 
nersi su d’ alcune riflessioni curiose che ne 
suggerisce , 

Primamente se volesse trasformarsi questa 
equazione in altre simili , basterebbe supporre 



Sostituendo questi valori si avrà la trasformata 


a (—] =b r ~ 

\dj V 'dx*/ X yclx) XX 


nella quale m sarà per noi arbitraria . Deter- 
miniamo dunque m in modo che 26m-i-c=o , 

e m=— — : avremo zzrzx~" 7 tz, e la trasfor- 

QQ 


a4 

mata si cangierà in 


a 


ddz\ , ^ddz\ ffiA-w] _t 


la qual equazione avendo un termine di me- 
no debbe riguardarsi assai più semplice della 
proposta equazione . 

Si potrebbe j)ure con la stessa sostituzio- 
ne far piuttosto sparire 1’ ultimo termine, de- 
terminando cioè m in modo che [6m-*-c][m — i] 

zro,. e però m= — — , m=i . Per questi due 

ralori di m la nostra trasformata si cambierà 
in queste due eqtiazioni 



a(— \ = b ( — 

\dy'-ì \dx^' ^ \dxl 

che sommate somministrano 1’ equazione 

hi~]= 

\dy ^ I \dx * / ^ \dxf 

( avendo posto h = ? che è del pari man- 

cante d’ un termine , e perciò più semplice 
della proposta . 
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i8. Secondariamente se nell’ offerta equa- 
zione facciamo c— 2 .hy ne nascerà l’altra 


tddz\ 

/ ddz \ a /d 


idjr^J- 

W 

— — a 

x) XX “ 


che è generalmente integrabile co’ metodi es- 
posti dall’ Eulero nella citata opera Miscelici^ 
nea taurinensìa , come pure con altri che 
fra non molto saremo per esporre . L’ autore 
medesimo con artificj analoghi integra poi molte 
altre equazioni provenienti tutte dal dare a c 
certi valori numerici . 

iq. In terzo luogo se si volesse far di- 
pendere r integrazione della nostra equazione 
a differenze parziali da un’ altra equazione a 
differenze ordinarie , ed omogenea di ordine 
secondo , basterebbe servirsi del metodo se- 

guente . Si faccia ( come al §. i ) z =r ue - 4 - z , 
essendo u, e s funzioni di x solamente, e |3 una 
costante indeterminata . Sarà per questa suppo- 
sizione , trasformata la proposta nell’equazione 



d 



a6 

che potremo separare in due, onde determina- 
re le nuove variabili u e z . 

Ponghiamo dunque ‘ 



La seconda di quest’ equazioni sappiamo gene- 
ralmente integrarla , <lipendendo essa dal teo- 
rema di derivazione che abbiamo accennato di 
sopra : dunque tutta la difficoltà sarà ridotta 
a dover integrare la prima equazione data per 
u , X , e costanti . Per tentare quest’ integra- 

fp’^dx 

zinne facciamo u — e , ed avremo, sosti- 

tuendo la trasformata 


TO— I /dpy^ 

Kdi)’ 


xm c ni c 


Facciamo m = — i , e sarà 


- f = o 

pp\dxf pp px XX 

la qual equazione differenziata nell’ ipotesi di 
dx costante , darà 
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b/ddp\ a/É?/7\a . 2 * c ^/dn\ c ac 

pp\d7 rp yr^) 

che è un’ equazione omogenea di second’ or- 
dine a differenze ordinarie . ( Intendo qui per 
equazione omogenea di .second’ ordine , ciò che 
dalla comune degli analisti ordinariamente si 
vuole , fra quali reggasi l’ Eulero nell’ aurea 
sua opera di calcolo integrale , tom. II. ) 

20. Osserviamo in quarto luogo, che se 
nella proposta equazione facciamo c = o , essa 
si trasformerà nell’ altra semplice e tanto ce- 
lebre 



la quale determina il moto di una corda vi- 
brante nel caso che la sua densità sia unifor- 
me . Abbiamo già dimostrato che l’integrale 
d’ una tale equazione è 

z = F [rr -t- j ^ r [x - J 

essendo ], /”[x — Jl/~] 

funzioni arbitrarie che compiono l’ integrale . 

2f. Vedianjo finalmente come ottener si 
possa r integrale delle due equazioni più sopra 
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trovate al §. 17, servendoci di metodi adatto di- 
versi dagli esposti fin qui . Siano dunque le 
equazioni 



delle quali si voglia l’ integrale completo . 

Se primamente nell’equazione (i) facciamo 

, OLy 

z:=zCe e , essendo C due costanti in- 
determinate ; it una funzione di y ; e i una 
funzione di x solamente , avremo per questa 
supposizione la trasformata 



r[2A-f-e] 

^xx 


che potremo spezzar in due , onde determi- 
nare u , t . Ponghiamo dunque 



/ddt\ * 

\dx'’' Wx/ ^bxx 


equazioni che sono integrabili co’ metodi co- 
gniti . Eseguite frattanto le operazioni , si tro- 
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verà r integrale finito della prima indicato per 


e similmente 1’ integrale della seconda verrà 
espresso dalla formula 


h 


' » n A " 


bx—aB * 

essendo a=j\ i-h4//)],ì=jJ i~p/( 1-^4^)], 


e = Le quantità A, A\ B , e B' 

sono le diverse costanti arbitrarie introdotte 
dalle rispettive operazioni d’ integrazione . 

Pongliiamo ora nella supposta sostituzio- 
ne 1 valori trovati di t e di w ; ed avremo 

m» W a Q 


che esprimerà V integrale della proposta equa- 
zione a differenze parziali . Se ora sviluppiamo 

la quantità e ^ ^ secondo le potenze di « , 

si troverà per z un’ espressione di questa forma 


z!=TCe*^^rC^ H- T 


oy 

e •+• 
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oppure sostituendo, come nella prima classe 
al §. 3 j sarà 

.•=Tf{y}*T(^^ìyrl^)* 

essendo 7’, T', ec. funzioni di a: , e y conosciute . 
Passiamo in fine a considerare 1’ equazione 

( 2 ) ; e facciamo nella medesima i,' = Cue^ , 

essendo C, u, t come per l’equazione (i), e 
|3 una costante incletemiinata . Per questa sup- 
posizione , avremo la trasformata 



che potremo separare nelle due equazioni 



le quali sono integrabili co’ metodi cogniti . 

Ad integrare la prima di queste equazio- 
ni , sarà necessario che ci serviamo dell’ ele- 
gantissimo metodo dato dal sig. pr. Brunacci 
nel tomo 11. del suo calcolo sublime, ed al- 
trove; a fine di scansare l’ artificio usato dal 
sig. Dalembert per il caso delle radici eguali . 


Dic'’L. '”)y t 


3i 


fiy 

Consiste questo nel fare u — e. fpdy , essendo 
f* una costante indeterminata , e p una nuova 
fVinzione di y . Avremo dunque , sostituendo 
r equazione 

che potremo spezzare in due , onde determi- 
nare w , e /> ; sarà perciò 


Dalla prima si ricavano due valori nega- 
tivi per ?* ed eguali a |2 ;e dalla seconda si ritrae 
p — A . Sostiiuendo nell’ e(|uazione d’ ipotesi , 
avremo 

a=ze*~^' [y’^c/j-t-y^']=:e ‘ ' [Ay-+-A'] 

espressione che indicherà l’ integrale finito e 
completo deir equazione in u . 

Per avere l’integrale della seconda equa- 


zione, facciamo 
l’equazione 



e sarà da integrarsi 


dp-t-^ ppdx-t- —pdxzz. o 

X 

la quale somministra l’ integrale finito 


P = 


^jrlug X 


Ò2 

Quindi sarà 

t=r-^ ìogAog.x ^ B x-t- B' 

integrale della seconda equazione a differenze 
ordinarie . 

Sostituendo i valori trovati di it , e t nella 
prima posizione , si troverà un’ esj)ressione la 
quale soddisfarà alla proposta equazione a dif- 
ferenze parziali , e ne sarà per conseguenza 
r integrale . 

CLASSE II L 

22. Ija forma generale d’equazioni che • si 
prendono ad integrare in questa classe , com- 
prende anche quelle considerate nella classe 
seconda ; ed è la seguente 



indicando f{x) una funzione qualsivoglia della 
X , e f {x) il differenziale della detta funzio- 
ne diviso per dx . 

Per ottenere l’integrale di quest’ equazio- 
ne , supponghiamo come nell’ antecedente clas- 

/' dx 

se jZ=z [ a'-H a ] . Fatte le sostituzioni e 

riduzioni opportune , avremo 
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la cpial equazione essendo composta delle nuo- 
ve indeterminate z' , u , e /> , potremo deter- 
terminar queste mediante le tre equazioni _ 



hdp -I- hppdx H- pf(pc)dx -4- f[x)dx =: o 

Queste tre equazioni sono integrabili co* 
metodi esposti nella seconda classe ; e però 
avremo 

z —F\x-^y^ — y 
u = A'-i- Ax — 


> 
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njf{x)dx nff{x)dx 

e H-{ff-.n/(x)]/(; dx 

n ff{x)dx 
f'e dx 

Sostituendo questi valori di s, u , e p 
nella supposta posizione , si avrà 

fpdxi 


r\ — /[a^/H-/(x)]«/r /dz\ 1 

J [e fe 

espressione che mostrerà 1’ integrale completo 
della proposta equazione a differenze parziali . 
a3. Se per un primo caso particolare ab- 

, essendo X una funzione 

qualsivoglia di x , avremo da integrare l’ equa- 
zione 



chiamando per brevità X' il differenziale di 

(^^), e diviso per dx . 

Sostituendo pertanto nell’ integrale del 
paragrafo precedente in luogo di f{x) il cor- 


35 

rispondente valore , si avrà una formola che 
indicherà l’ integrale di quest’ ultima equazio- 
ne a dififerenze parziali con i coefficienti fun- 
zioni della X . 

24 . Prendiamo per un secondo caso 
f[x) = — , e sarà/’(x)= — ^ : quindi' sostituen- 
do , avremo 1’ equazione 



che è la stessa equazione considerata in prin- 
cipio della classe seconda , e però quell’ inte- 
grale servirà per quest’ equazione colla sola dif- 
ferenza che c si cambia in m . 

a5. Sia in terzo luogo /"(x) = A log. ar , e 

sarà f (x) — : dunque dovrà integrarsi 1’ e- 

quazione 



Per avere quest’ integrale , metteremo in vece 
di /(x) , il suo valore h log. x , ed in tal gui- 
sa si otterrà l’ integrale della proposta . 

a6. Finalmente facciamo/’(x) = Are. sen.x. 


sarà 



I 


; prendendo i per il rag-' 
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gio del circolo il cui arco ha per seno x . 
Ciò posto , ci si offrirà l’ equazione ■ 



Are. sen. X 





che potrà integrarsi, ponendo nell’ integrale 
sopra trovato in vece di f[x) la corrispon- 
dente espressione di Are. sen.x. 

27 . Anche questa classe d’ equazioni ne 
comprende infinite d’ordini superiori, le quali 
sono poi facilmente riducibili a quella di se- 
coud’ ordine a differenze parziali ' di cui ab- 
biamo parlato . 

Sia primieramente proposta 1’ equazione 
di ordine terzo a differenze parziali 



di cui si voglia l’ integrale finito e completo , 
Si ridurrà prima quest’ equazione a quella di 


secondo 


sopra trovata , ponendo cioè 



ed in secondo luogo si chiamerà W il valore 
ricavato dall’ equazione in z . Si avrà perciò 


z=zffVdx~*-F{y) 

essendo F{y) la funzione arbitraria di y, che 
devesi aggiungere all’ integrale affinché questo 
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sia completo . . 

28. Similmente l’ equazione di quart’ ordine 



darà 1’ integrale 


z=fdxflVdx ^ xF{y) H- F' (j) 


supponendo prima (^) = e poscia 


inte- 


grando due volte ed aggiungendo sempre le 
opportune funzioni arbitrarie . 

29, In generale si vede che Y equazione 
dell’ordine ìi a differenze parziali darà Tinte- 
graie completo 


zz=. fdx fdx JWdx-^F(y)-^xF'{y)-^ . . . . 


CLASSE IV. 

80. v>*omecchè il genere d’ equazioni che 
considero in questa classe sia affatto diverso 
da quelle avute in considerazione fin qui , 
futtavia mediante convenevoli trasformazioni 
si giunge a presentarle sotto la forma di 
quelle integrate nelle precedenti classi , oppur 
in altre che sono integrabili con la massima 
. facilità . 
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La forma generale di tali equazioni è 



essendo /"(.r) una funzione qualunque di x , e 

costanti . Se ponghìamo per un primo caso 

1 

particolare f[x) — hx , x-zz. a ; e z = 
avremo da integrare 1’ equazione 



oppure 



Ma abbiamo 



dunque sostituendo, sarà 
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\dy*f 


l 




Determiniamo pertanto 

a/77 — 

= o ; ne viene jn — n , 

a — n 

zione da integrarsi sarà 


u \du/ uu" J 
n in modo die 
e perciò l’equa- 



che potremo trattare con i metodi esposti 
nelle due ultime classi, oppur con quello di 
Eulero indicato al §. i8. Ma siccome abbia- 
mo promesso d’ integrare quest’ equazione con 
altri artificj ; così passeremo a supporre come 

nella prima classe z-=ipe ^ essendo /> , 
t funzioni di u soltanto , e /j una costante in- 
determinata . Fatte le sostituzioni , e riduzio- 
ni opportune, si troverà che la trasformata si 
spezza nell’ equazioni 


__ i /^\ 

Wtz* / « \du) 

tddt\ ^ ^ (dt\ 
\(iu»/ u \duJ 


a 

■+• — ■ t O 
uu 


<<■ 




fqdu 


La prima ^ posto jo =r e 


, si riduce al' 


4 © 

quintinomio differenziale 

dq -4- qqdu — ^ qdu — dazilo 

frdu 

Similmente, fatto nella seconda t = e , si 

avrà il quadrinomio differenziale di prim or- 
dine 

dr rr du — — rdu -+- — dii “ o 
u uu 

Quest’ equazioni si ponno mettere sotto le 
forme eleganti 

[q—^Y du^d.[q—’^]:=g§fidu 
[r— ly du-t-d.[r — i]=o 

Ponghiamo — =ilf,e r — — — iV, sarà 

dM H- MMdu — g§^du 
dN-i-NNdu = o 

Dalla prima si ricava, integrando 

I -»-e 

■ e dalla seconda si ritrae 


4 > 

N = -L- 

ji'^U 

Quindi 

q=l-fglSf[ 53 ^] 

“ I -*-e 


u A'-^-u 

- ' Sostituendo questi valori dì q,ed r, avre- 
mo 

») 

pzzzB ue ***** , . 

t ^ U ^ “i“ U J 

Dunque l’integrale della' proposta verrà 
espresso dalla formola 

/Jy gM— . 

' z'= Bue e ‘ -«-5' 

Sviluppando , come si è detto al 3 la 


quantità esponenziale e *+* , secondo 

le potenze di ^ , avremo 

/ 
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essendo V , V, ec. funzioni conosciute di u . 

Ma abbiamo supposto z^z u ,eMr=x* ; 
dunque sostituendo , e cangiando le quantità 
y, y\ ec. in X, X' , ec. , avremo 

m — « ' 1— n «— t 

ama; * * \A'-^ ' ]J 


espressione che indicherà 1’ integrale finito 
della proposta equazione . 

3i. Si potrebbe pure con un’altra sosti- 
tuzione integrare facilmente la medesima equa- 
zione 


=hx'"l^\ 

\dy^ì \dx^f 

Consiste questa sostituzione in fare s=Ce x 
essendo u funzione di j ; t funzione di x ; C 
e |S costanti indeterminate . Sostituendo , e ri- 
.dtìcendo , avremo 



la qual trasformata si può spezzar in due , 



'43 

onde determinare u , e t . Ponghìamo dunque 



equazioni che sono integrabili senza bisogno 
d’ artificj . 

La prima dà l’ integrale 

I 

u = log.A'[^y-t-A]J 
e la seconda si riduce ( posto p) ^ 


^dp -H ^^ppdx pdx -H dx=:o 

X 'XX 

Quest’ equazione si può mettere sotto la forma. 

e fatto (Sjo-f-^ = r, sarà dr -*~rrdx :zz o ; e inte- 
grando avremo r=-^ . Quindi si ricaverà 


I rn ^ ^ 

--,e tz=log.[ 1 




X ? 


/ 
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Sostituendo questi talUri , si avrà 1’ inte- 
grale deir equazione 


Kdy’ì 


\dx*' 


3a. Se facciamo parimente in quest’equa- 
zione z^zCc ^ ìM ^ volendo che u sia solamente 
funzione di rr , e C, « due costanti indeter- 
minate^ sarà, sostituendo 

\dx Ax- 

ftdx 

nella- quale , fatto u “ e , avremo 

dt 1* dx = dx 

hx» 

che è r equazione di Riccati . 

33. Sia per un secondo caso particolare 

f{x)=zhe* : sarà da integrarsi l’equazione 

X 

e = 

formerà la proposta in 


Facciamo z=. u , e sostituendo , si tras- 


/ddz\ h 

\dy 


m-k-Tìr*-^ iddz 


\du 


ddz\ 

idu 
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nella quale , posto z =r — , si avrà 



Determinando m in modo , che sia vera 
r equazione mH-u^2=:o , sarà ridotta la nostra 
equazione alla precedente . Supponghiamo che . 


W sia il valore di z ; avremo z PFu = 

tf^e ' per integrale finito e completo della 
proposta . 

34. Vediamo finalmente un terzo caso , 
cioè quando f{x) =/isen.x; ed allora si do- 
vrà integrare l’equazione 



m i ® 

Se supporremo sen. x = au , cos.x = ou 

z — zu ; avremo , sostituendo , la solita 
equazione 


iddz\ 

eh un — m-t-a 1 

^ u \ 

-/ddz\ a /d 

iW^'i 

\dpì 

mm 1 

Adu * ^ M \d 

uf ““J 


che potremo ridurre a quelle considerate , po- 
nendo an — m •+- a = o , o sia m— in — a . 

la generale si vede che la proposta equa* 




46 . 

zione a differenze parziali sarà sempre inte- 
grabile per qualunque funzione determinata 
si prenda in vece di f{x) : mentre non dipen- 
derà che dal fare delle sostituzioni , facilissime 
a rinvenirsi dopo le cose esposte . 


CLASSE V. 

35. La forma generale dell’ equazioni che si 
considerano in questa classe è la seguente 


( ddz\ f x{x\dx / d (ìz \ /^*\ 

dy*' (f(ar) \dx^) \dx) 


indicando per ^x) una funzione qualsivoglia 
di a: , e quantità costanti . Dimostrerò come 
per r equazione della classe quarta dati dei 
valori particolari alla funzione la propo- 

sta si ridurrà all’ equazioni integrate di sopra. 

In fatti ponghiamo in primo luogo ^(x) = Ax ; 


sarà fho^dx — 


hx 


m-¥-i 


fto{x)dx X . j. 

-7r:T- = ;;rr; = 


<p(x) 


r equazione da integrarsi sarà 


/ddz\ X /ddz\ /dz\ 

vdy*/ m-i-i \dx */ \dx/ 


nella quale posto x = — , z 

8 


‘L , e preso dt 
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costante, avremo la trasformata 

( ddz\ g r/ddz\ (^m-*-i)/dz'\ ( 2 ffn-f)_il 

dy^' 4("^—i)lW£ * / t \dt) tt "'J 

che è della forma stessa di quelle considerate 
nelle classi seconda e terza . 

Sia W il valore di z ricavato da questa 

ultima equazione , e sarà 2 = T inte- 

t y/gx 

graie finito della proposta equazione . 

36. Sia in secondo liio"o e'r) /i sen.x ; 

y rL j L fh'<-\\ xdc cns.x 

Sara J n seti. xdxzzzn cos.x , e-' — 


m 


/i coi. or sen.x 
n 


Ponghiamo cos. x pzau , sen.ar=:&u ; avremo 
dx = — “ duye però dovrà integrar- 

si r equazione 


■ddz\^ b — wi-t-i 

amm 


\dy' / 


[“(§)-d^)i 


Facciamo 2 = — ; e dopo le sostituzi oni 


u 


e riduzioni , si avrà 

jddz\ b 

\dy V amm 

equazione che tornerà di quelle sopra trattate se 


f ('2-+*«) [d^ \ . (a-4-M,»1 

Iwu*/ u \du) uu J 
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determineremo n in modo che sia adempita 
l’equazione n — m-i-a = o: dunque dopo tale 
supposizione avremo 1’ equazione 

/ ddz \ b T/ddz\ / dz \ , 

^dy^' ammWdu*' ” ^du' ““ * 


] 


. ifCOS.X 

Qmn«ii SI ricaverà c = i.| 

L a - 

che indicherà l’ integrale della proposta . 

87. Sia finalmente ^x)zzhe ; e sarà 

— = I ; e pero dovrà integrarsi 1 equazione 

he 

( ddz\ 

dy^) ^dx ^du' 

I metodi d’ integrazione per una simile 
equazione son diversi ; ma non volendo sco- 
starmi dalle cose esposte fin qui , mi servirò 
degli artifici adoprati nella prima classe , on- 
de far dipendere l’ integrazione della proposta 
da due equazioni a differenze ordinarie . Sia 

dunque z = , essendo , come più volte 

abbiamo detto, u, e z' nuove funzioni di rr ; 
e (3 una costante indeterminata da determi- 
narsi ; sostituendo , avremo la trasformata 


espressione 


che potremo separare nelle due 



Ad integrare l’equazione (i), ponghiamo 

j i, 

u — e , ed avremo 1 equazione 

dp^ppdx-^pdx— ^^dx 

Se in quest’equazione facciamo pzizrt, 
si avrà 

rdt -4- tdr rr tt dx -¥■ rtdx — fi^dx 

e spezzando quest’ equazione in due a fine di 
determinare r, e t, ricaveremo, dopo fatte 

le operazioni , r integrale rrr e , e l’equazione 

X 

dt -¥-tt e dx — jSjSe dx 

per la cui integrazione non conosco alcun me- 
todo diretto . 

Ma r equazione 


g 



OQ 


dp-^ppdx -i- pdx = dx 
si può mettere sotto la forma elegante 


\p = 

a 4 

nella quale fatto p-i-L—s, avremo 

ds -t- ssdx — [|3fJ i-Jc?x 
4 

ecjuazione che dà l’ integrale 




4‘>i!|s+r)v^ 


] 


Quindi sarà 

I (a|S|J-4-i)x - (2(3/3-»- i)x 

. -][e ‘ — e' * — ^ 

pz= 


(a(3f+-i)x 
ae ^ A 


integrale finito e completo del quadrinomio 
di prim’ ordine . 

Dalle cose esposte apparisce ehe 1’ equa- 
zione in p trattata col primo metodo porta a 
dover integrare un trinomio differenziale di 
prim’ ordine, di cui facilmente non si affaccia- 
no i metodi d’ integrazione ; e che al centra- 


5i 

rio mettendo la stessa equazione sott’ altra for- 
ma , essa diviene completamente integrabile . 

Per le riflessioni fatte di sopra possiamo 
stabilire il seguente teorema , cioè die ,, 1’ e- 
quazion generale dy-^yyMdxzziNdx produrrà 
un integrale finito , ogni volta che i coeffi- 
cienti della medesima sieno d’ una certa for- 


ma, e vale a dire M-zze , e Nzzae 

5ostitnendo il valore di p , che chiame- 
remo X, avremo l’integrale dell’ equazione ( i ) 
espresso dalla formolo che segue 


u = Be'' 

Si troverà pure che l’ integrale dell’ equa- 
zione ( 2 ) verrà indicato da 



Ora ponendo i valori 
supposta posizione , avremo 


di 


u . 


nella 


(3/ fXdx 
z — B e e 


Ae* 


che sarà 1’ integrale finito e completo della 

proposta . Per determinare |S bisognerà svilup- 

, . . , f^dx . 

pare la quantità esponenziale Be m una 

serie ordinata secondo le potenze di |S , e fat- 
te le stesse operazioni come più volte abbùt; 
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mo detto , si avrà l’ integrale corredato d’ una 
fuiizìune arbitraria . 

38. A questa classe possiamo riportare la 
seguente forma generale d’ equazioni 



essendo A una costante qualunque ; X una 
funzione di a;; e A' la derivata di X. Ciò po- 

sto , se noi supporremo z = Cé s’ , essendo z 
funzione solamente di x ; C e « costanti qua- 
lunque ; si avrà la trasformata 



nella quale , fatto A — » , avremo 1’ equazione 



che dipende dal nostro teorema di derivazio- 
ne più volte accennato , e però è compieta- 
mente integrabile . Dunque la proposta equa- 
zione sarà sempre integrabile , dipendendo la 
sua integrazione da un’ altra a differenze ordi- 
narie la quale già sappiamo' integrare . 


Digitized by Googl 


53 


CLASSE VI. 

39. Nel valer render esatta* la differenziale 

Adj-^Bdx , o più generalmente x Bdy^bAx'^dx 
& incontra un’ e([uazione a differenze parziali , 
la quale è facilmente riducibile a quelle con- 
siderate nelle classi precedenti . 

Sia pertanto 


Ady-¥- Bdx — dp 

r, , t j 1 1 

X Bdy-^bx Adxzzzdq 

sarà come è notorio 






Di qui si ricaverà 




Ora differenziando 
fatta variare in una la 
sarà 

queste due equazioni , 
X , e nell’ altra la j ^ 

/ ddq V 

bx" t 

\ Ax } \dxdyl 

V/j */ \dydxì 
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che confrontate insieme , daranno 1’ equazione 
a differenze parziali 

Ma per ridurre quest’ equazione alla for- 
ma di una di q[uclle precedentemente consi- 
derate , faremo 

h l 

XZT.U p-=.ZU 


(?)=■'© 




'i 


I l—h 


( dp\ l-h-^-i,dz\ l i 

s) = “— (5-u)"-*“ 

ddp'^ [i/ — — A-t-r /dsv 

' ” . \cùi) 


^rldp\_ *— a«-t-a.aaz,v 

\dP' ^ hh Mw* / 


hh 


U 




hh 


e sostituendo questi valori, avremo 

,,, fa— OT-t-aV— a/ddr\ /ddz\ [if—h-t-mk-i-’]/dz\ 

(5v‘)=Wx-) yda) 


.dy' 

/[/ — An-m//] _ 
uu 

la qual equazione potremo metterla sotto la 
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forma di quelle precedentemente integrate , 
determinando h q l mediante le due equazioni 

[2 — m-t-a] Z — 2 = 0 

2 Z — h-t-mh 1= — Z[Z — Zj-j- mh ] 

Sarà dunque per tali supposizioni ridotta la 
nostra equazione alla prima 

bhh /rfcZs\ [ a/ — ldz\ [a/ — /i-t-m/j-*-t] 

che è quanto in principio ci eramo proposti . 

Confrontiamo pertanto quest’ ultima equa-, 
zione con quella considerata nella classe se- 
conda , e chiamando W il valore di z ricavato 
mediante T integrazione , avremo 

quindi si troverà 

9 =A'” 

essendo F{x) la funzione arbitraria richiesta 
dall’ integrazione nell’ ipotesi di x costante , co- 
me già è manifesto . 



• r • 
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CLASSE VII. 


^o. J-Ja forma generale d’equazioni che pren- 
do ad integrare in questa classe è la seguente 

i'" 

nella quale f{x) , F{y) esprimono rispettiva- 
‘ mente delle funzioni di a: ^ e di ^ ; e > 
F'(_) ) le derivate di queste funzioni . 

Per integrare quest’equazione supporremo 

z z=. , essendo u funzione di a: ; z' fun- 

zione di j ; ed fl{ , u e C costanti qualunque . 
Ciò posto , avremo la trasformata 

F’(j )-H M FiyìiS'y)-^ ^ {d}) ^ f^(dp) ( 

che potremo spezzare nelle due 



, Hz\ 


'^.7 


Queste due equazioni dipendono dal piu 
volte citato teorema di derivazione ; e però 
sono completamente integrabili . Sia dunque 
A' il valore di u , e F il valore di z' ; avremo 

per integrale della proposta equazione a dif- 
ferenze parziali . 

4«. Sia per un caso particolare y(rr)“x , 
^ t>) = l’equazione da integrarsi a differen- 
ze parziali sarà 


/dz\ 


/ddz\ » 


H- a 

te) 

z I /dz\ 

H-& 

^ddz\ ( 

H - ( r) 

Wr*/ ) 



e le due equazioni a differenze ordinarie che 
si dovranno integrare , saranno 


/ddu\ /du\ » /d/i\ 

"*V5r») -^*=o 
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Siccome queste due equazioni dipendono 
dal teorema di dèrivazione che si trova negli 
atti della società italiana delle scienze , così se 
ci serviremo dei metodi esposti in quella me- 
moria, troveremo gl’integrali delle due equa- 
zioni espressi dalle formule 

XX 

J — nax 

oife^^dx 

I 

Ora sostituendo questi valori di u , e a' 
nella supposta posizione , avremo V integrale 
ricercato . 


CLASSE Vili. 


4a. Xl genere d’equazioni che prendo a con- 
siderare in questa classe è della forma 





dz\ 
dx' 


■ cz 


Ad integrare quest’ equazione , facciamo z = 
Ce u, volendo che u sia soltanto funzione di 


Digitized by Googl 


^ . . . ^9 

y ; t funzione di x ; C e jg costanti qualun- 
que . Sostituendo , avremo l’ equazione tras- 
formata 

“ (^) =[*’^ (£) 
che potremo separare nelle due 
td"u\ 

a I - — I — cu z= o 
\dy ■/ 


(dy 

/ddt\ , /dt 


La prima di queste equazioni dà per in- 
tegrale , come è notorio 

u = Be‘^ ^ ... 

indicando B , B\ B" , ec. le ri costanti arbi- 
trarie introdotte dall’ integrazioni; e ot, ec. 

le radici dell’ equazione » — c=o . 

La seconda equazione è della forma di 
cui più volte abbiamo dato 1 ’ integrale ; e pe- 
rò chiamato W il valore di t ricavato dalla 
stessa equazione , avremo 

s = C e [Be ~*-B e -*-B e •+• J 

che sarà l’ integrale della proposta equazione . 
43. Se avessimo c = o , allora L integrale 


6o 

della proposta diventerebbe 


«—3 


a = ce ^tsy 

Similmente se a = o, e c=:o, avremo 


a = Ce 




per integrale dell’ equazione proposta , comt* 
d’ altronde sappiamo . 


CLASSE IX. 


44. S ia proposta 1’ equazione generale 

( ddz\ m wt id sv 

dtduf \dtf i-*-u\duì 

essendo m una costante qualunque . Per inte- 
grare direttamente quest’ ecpiazione non si 
presentano con facilità i metodi opportuni; an- 
zi per quello che conosco , diversi celebri auto- 
ri reputano una simile equazione assoluta- 
mente inintegrabile . Ciò non ostante , la pro- 
posta si può trasformare in altre che sono della 
forma di quelle^ che completamente abbiamo 
integrate nelle classi precedenti . 

Ponghiarno dunque 


uzz: L X — - V 
a aa 

avremo la trasformata 


, b b 
t — _ a:-i- — y 

a art 



6i 

jd(lz\ id(lz\ 2//J édz\ 

Wj'v Wx*/ jc Wx' 

che già abbiamo integrata nella seconda clas- 
se . Ora supponendo die l’integrale di quest’ 
ultima equazione sia zz=fV, avremo per inte- 
grale della proposta un’ es[iressione di questa 
forma z — F sostituendo però in fV i 

valori di X e j dati dalle due equazioni sopra 
supposte . 

Similmente se facciamo 

1 ' 

{ IM -I /f 

U~ — X — Y 

j 2(j/« — ija" 

1 

I /, 

t r= — X -t- Y 

a ‘2{2m — i)a 

avremo 1’ equazione • 

4 ” 

( (ì(ìz\ hb iiw— I 

dy'-ì ua 'ÒX*' 

che abbiamo pure integrata completamente 
nella classe quarta . 

Si potrebbe con analoghi artificj trasfor- 
mare la proposta in altre , che abbiamo già 
considerate nelle classi precedenti ; onde si 
può concludere che la nostra equazione con 


òa 

i coefficienti funzioni di due variabili è gene» 
Talmente integrabile : ciò che discorda da quan- 
to hanno asserito alcuni geometri di prim’ or- 
dine . 


CLASSE X. 



ia proposta la celebre equazione 


\dx V \dy V \du v 


la quale si voglia trasformare in primo luogo 
in altre simili che sono di grand’ uso nella 
teoria della figura de’ corpi celesti . Ponghiamo 


x=rcos.iJL ; ^««in.fiCOS.Tr ; u=rsln fJisin.Tr 


r=^/{xx•*-yy-^-zz) ; cos.fji= 


^(xx-i-//-+-zz) ’ ^ 


avremo con ciò le differenze parziali di r, f* e 
jt , relativamente alle variabili x , y e z ; ed 
in conseguenza si ricaveranno i valori di 


( ddz\ jddtu\ /ddz\' • j. pp ■ 

1 , / 1 , ( 1, m diuerenze parziali 

dx 7 Wy*/ \du'} ^ 

di z , relative alle variabili r,ii e w . Conside- 
rando dunque z come funzione delle variabili 
X , y , z, e in seguito , delle variabili r, /x e 
w , si avrà , differenziando 
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ldz\ ldz\ /dr\ /dz\ /du\ /ds\ fdT,\ 

fe) ” (^) (ì?) (di^) V5lj ■*■ [dii) (di) 

Per ottenere poi le differenze parziali ©’(!)• 

, non è necessario che far variare x 

neir espressioni precedenti dir, cos. ,cos. tt. 
Diflerenziando dunque, avremo 


td r\ ld<>.\ 


édz\ fdr,\ 


( dr\ tdu\ sin.u /dw\ 

-)= co,.^; y = 

sostituendo questi valori, sarà 


id‘K\ 


= o 


COS. fi. ( 


fdz\ 


az\ sm. Hi /az 


\drj 


\diji 




(i)= 

e differenziando ancora il valore di: , si 

\dx/ 


ddz 

otterrà la differenza parziale in diffe» 

renze parziali di z, prese per rapporto alle 
nuove variabili introdotte , r , fa e tt . Con un 

calcolo consimile si avranno i valori di^- — j , 

\dy'J ^ 

/ddz\ 

Quindi la proposta si trasformerà in 
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/ddz\ 

COS. u fdz'^ 

I 

1 _) 1 


idd rz\ 

fi 

^ * seii./ix v///j 

' sen.'jui ' 

[«/tt ' 

[~d?^l 


la quale si può ancora trasformare nella se- 
guente , posto COS. fjL 

<vty) (^„,) 1 ^ j /ddz\ ^ ^ /dd.rz\ ^ 
dw 1 — ww Xdi: 1/ \ dr' ) 

46. Se facciamo in secondo luogo nella 
proposta rr :=zxx -^yy ; e che z diventi per 
tale ipotesi funzione di re u ; avremo 

( ddz\ __ 

. YY /ddz\ 

dx*' ri 't//v rA 'dr*/ 

» 

( ddz\ ___ XX /dz\ Yy /ddz\ 

dy*r ri \dr' rr 'dr*' 

e perciò la proposta si cangierà nell’ equa- 
zione 

!('-') =6 

^du'r ^dr^' r \drr 

che sappiamo generalmente integrare . 

Facciamo in quest’ ultima equazione r = 
a -4- a ; ed avremo 

/ddav /d^\ ^ ^ 

Vdu*/ Vda'^/ a-»-*'\daV 



/ 
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Tutte r equazioni ottenute in quest» clas- 
se ci saranno utilissime nella seconda sezio- 
0 

ne , dove tratteremo d’ alcuni problemi rela- 
tivi all’ astronomia fisica . Avverto che parte 
degli artificj che abbiamo usati in questa X 
classe trovansi registrati nella grande e sor- 
prendente opera dell’ illustre Laplace intito- 
lata Mécanique celeste , che si potrà consul- 
tare da chi voglia bène addentrarsi nel cal- 
colo su questo rilevante argomento . 

47. Vediamo finalmente come ottener si 
possa r integrale della proposta 

\dx */ \dy V \du */ 

e facciamo per questo z — Ce [s-i-z\ , essen- 
‘do s funzione di x ; z funzione di x , e u; 
C e (3 costanti qualunque da determinarsi . 
DilTerenziando , avremo 



la qual trasformata si potrà spezzare nelle due 



i 


y 
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onde determinare t ed s . 

Per integrare la prima di quest’ equazioni 

ponghiamo z = C* t , volendo che t sia so- 
lamente funzione di a: ; e C' ed « costanti in- 
determinate . Sostituendo , si avrà la trasformata 

( ddt\ 


che darà l’ integrale finito 



l/i— Siii f 


dx 


Ora sviluppando questo valore di t in una 
serie ordinata secondo le potenze di « , avremo 
un* espressione di questa forma 


t zzz R -4“ R a R «* ^ 


Dunque sarà 


»u 


z'=RC’e A-R'Ce 


tal 


■ R"C\ 


xn 


e sostituendo come sopra , avremo 
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che sarà l’ integrale dell’ equazione (i). 

Similmente facendo l’ operazioni , si tro- 
verebbe che r integrale dell’ equazione (a) vien 
espresse dalla seguente formula 



— 

I -H e 


dx 


Fatte le sostituzioni , si avrà 


Ce^^lB'e 




if 1^— /.rfx 

2^{B—xy—>i 




Per determinare (S si svilupperà la quan- 
tità posta fra le grandi parentesi in una serie 
ordinata secondo le potenze della stessa lette- 
ra , ed avremo l’ integrale indicato dalla for- 
mula 


z=ilV 



dd.F{y) \ 

dy'- / 


essendo fV, IV\ ÌF", ec. composti di x, e «, 
e di una funzione arbitraria di u . 

Mi lusingo che il metodo diretto , da me 
usato per integrare la proposta equazione tan- 
to celebre fra i geometri , non lascierà niente 


/ 
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a desiderare per la sua generalità da tanto 
tempo e da tanti Celebri investigata . 

CLASSE XI. 

48. iSia da integrarsi l’equazione 



che è tanto conosciuta dai geometri per gli 
usi estesi a cui ella serve nella fisica -mate- 
matica . Per integrare quest’ equazione , faremo 

z —Ce‘^ ; essendo s funzione di x; 

z funzione di x e u \ C e (j costanti indeter- 
minate . Avremo per questa supposizione la 
trasformata 

che si può spezzare in due onde determinare 
a, e s . Ponghiamo dunque 



e però avremo ridotta la ricerca all’ integra- 


DigflfetTr"— 


. . ^9 ‘ 

zìone di queste due ultime equazioni , che 
già abbiamo nell’ antecedente paragrafo com- 
pletamente integrate . Quindi l’integrale della 
proposta verrà indicato dalla formola che segue . 


z 


=z tVF{t-^y) -H H- 


49. A questa classe d’ equazioni appartie- 
ne la seguente molto più generale, e cioè 



nella quale, fatta la stessa sostituzione di so- 
pra , avremo le due equazioni 



che saranno in moltissimi casi completamente 
integrabili , dipendendo la loro integrazione 
dai diversi valori che si ponno dare alla fun- 
zione f[x) . 

5 o. Se per un caso particolare fosse 


i. 
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h’^f(x) — -^ avremo le due equazioni 

( ddz \ / ddz \ a t 



le quali sappiamo , per le cose esposte , com- 
pletamente integrare . 


CLASSE XII. 

5 1 . P renderemo ad esaminare in quest’ ulti- 
tima classe la seguente forma d’equazioni 



Ad integrare quest’ equazione , faremo a = 

Cc , essendo X un’ incognita funzione 

di a: e costanti da determinarsi ; e Y , F si- 
mili funzioni di y ed u. . Differenziando e 
sostituendo avremo una trasformata che si po- 
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trà spezzare in tre equazioni , a fine di deter- 
minare X , Y , e V . Ne verrà dunque 



equazioni le qtiali dipendono dal più volte ci- 
tato teorema di derivazione che trovasi nella 
prima parte del volume XIII della società ita- 
liana delle scienze ; e però potremo determi- 
nare le funzioni incognite X , K e V, che so- 
stituite nella supposta posizione, ci daranno 
r integrale dell’ equazione proposta . 

5a. Porremo fine a questa sezione, facen- 
do le due seguenti avvertenze . 

i.“ Uno dei metodi che ho usati per in- 
tegrar r equazioni delle classi seconda e terza , 

• < p . . 1 / r \ j'pd-X 

consiste in lare principalmente z — [z-t-u)e , 

supponendo u funzione solamente di x . Ma 


siccome nel progresso del calcolo si trova 



incluso nel valore di w , ( poiché è per ipotesi 
z funzione di x, e j) e taluno potrebbe a 



7 » 

prima vista conchiudere non essere giusta e 
legittima la pritnitiva supposizione ; perciò av- 
verto die vi sono molti casi in cui la fun- 
zione z differenziata nell’ ipotesi di x variabile 
e divisa per dx resta solamente una semplice 
funzione di x . Rimarranno di ciò convinti co- 
loro che avranno a fondo esaminata la storia 
del problema delle corde vibranti , do^e incon- 
trasi quanto abbiamo accennato . 

2.“ Verso la metà del paragrafo' 21 ho . 
detto esser mestieri servirsi del metodo del 
pr. Brunacci per integrare un’equazione linea- 
re di second’ ordine , e che presenta il noto 
caso delle radici eguali . Deggio annotare che 
un altro toscano il sig, pr. Saladini fm dal 1775 
àvea presentato nel suo compendio d’ analisi 
tom. 2. pog. 293 un metodo per integrare 
r antidetle equazioni , e che all’ eleganza u- 
nisce questo pure il vantaggio di dare gl’inte- 
grali completi e senza bisogno di trascurare 
gl’ infinitesimi d’ordine superiore > come si vo- 
lea nel metodo di Dalembert . 
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SEZIONE SECONDA 

Applicazioni ad alcuni problemi 
di ■ fisica matematica . 


53. Tratti i problemi di geometria nei quali 
si considerano delle superfìcie, e tutti quelli 
dì meccanica in cui si considerano dei corpi 
o flessibili o fluidi , dipendono dalla teorìa 
deir equazioni a differenze parziali . Quindi è 
che 1’ equazioni trattate nella prima sezione 
perchè sono a différenze parziali , apparter- 
ranno a problemi geometrici o meccanici . Ed 
ecco che lo scopo per noi avutosi in questa 
sezione , quello si è di mostrare come sciolti 
diversi problemi di fisica matematica , essi ne 
condurranno necessariamente a integrar l’ equa- 
zioni considerate nella prima sezione . Non 
prenderemo già a risolvere tanti problemi quan- 
te sono state E equazioni integrate, ma daremo 
soltanto una scelta dei più belli e più curiosi 
tra quei che spettano alla fisica matematica 
ricavati dalle collezioni citate nell’ epitome 
storica del nostro calcolo posta in principio 
di questo libro . Il problema risguardantc le 
corde vibranti , siccome quello a cui siam de- 
k 
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bitori della scoperta dell’ equazioni a dififeren- 
ze parziali , sarà trattato per il primo , cui 
ne succederanno altrettali che hanno con que- 
sto affinità e relazione . 

Delle vibrazioni delle corde sonore . 

54. I più uditati stromenti musici sono 
tutti formati di corde solide , o fluide , di mi- 
nugia , di metallo , o d’ aria , la quale è il 
corpo che suona negli stromenti da fiato . 
Nè questa scelta è senza la sua buona ragion 
ne ; imperciocché col suono predominante 
d’ una corda espresso dall’ unità sono imme- 
desimati i suoni a , 3 , 4 « ^ ec* c;he al princi- 
pale si riferiscono nelle proporzioni fra tutte 
le più semplici . Gli altri corpi sonori accop- 
piano insieme suoni , che avendo tra loro stra- 
nissime relazioni , non possono , quantunque 
coperti dal principale , interamente appagare 
r orecchio . Essendo adunque le corde più di 
qualsivoglia altro corpo adattate alla musica , 
ad. esse rivolgo le mie riflessioni , e delle loro 
vibrazioni , e prirnieramente di quelle delle 
corde solide cercando le leggi , do principio 
dallo scioglimento del seguente problema . 
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PROBLEMA I. 

Determinare V equazione che rappresenta 
il moto (V una corda in vibrazione . 

55. I geometri che fin qui hanno intrapresa 
la determinazione del moto delle corde vi- 
branti , limitarono le loro ricerche alle condi- 
zioni seguenti . 

‘ I. Considerarono la corda» fissa nelle due 
estremità A e B {Jig- i • ) » e tesa da una for- 
za qualunque , in modo che nello stato natu- 
rale la figura della corda venga rappresen- 
tata dalla retta AB. 

3. Supposero che i moti non fossero che 
infinitamente piccoli , talché la linea A YB rap- 
presenti la figura della corda in moto per un 
istante qualunque, ed XY applicata ài AY B 
sia perciò infinitamente piccola . 

3. Supposero parimente che il moto di 
ciascun elemento Y si faccia sempre secondo 
la direzione dell’ ordinata X Y , o che infinita- 
mente poco da questa si slontani , lo che vai 
quanto supporre che l’ inclinazione di ciascun 
elemento della corda Y a dall’ asse A B sia in- 
finitamente piccolo , oppure che la tangente 
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condotta a ciascun punto Y faccia con 1’ asse 
A B wn angolo infinitesimo . 

ij.. Si è voluto da Taylor, Bernoulli, e Gior- 
dano Riccati , che tutti i punti della corda 
AYB arrivino nel medesimo tempo all’ asse , 
condizione che sempre più limitava la gene- 
ralità del problema , e che Dalembert fece ve- 
dere essere assolutamente precaria . 

Dalle cose esposte apparisce che cercandosi 
il moto della corda dopo che avrà ricevuto un 
impulso qualunque, si rende necessario, se- 
condo gli autori che trattarono di questo pro- 
blema , che la figura presa sull’ istante sia ta- 
le , che non solo le ordinate X Y sieno infini- 
tamente piccole ; ma ancora che l’ inclinazio- 
ne di tutti gli elementi della curva sieno essi 
pure infinitesimi . Colla soluzione che qui da- 
remo, speriamo di generalizzare il problema, 
e di svincolarlo dai prementovati supposti . 

56. Sia dunque una corda attaccata ai due 
punti fissi A,B {Jig. 2 .), e tesa ugualmente 
in ciascuno dei suoi punti con una data for- 
za . Se supporremo che questa corda si scosti 
dalla prima posizion rettilinea A B ,e che alla 
fine d’ un certo tempo t vada a prendere la 
posizione curvilinea AMM’M"B , è chiaro che 
preso su questa curva un punto qualunque M , 
ed abbassata la perpemlicolare M P » questa 
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sarà una funzione della corrispondente ascissa 
AP, e del tempo t ; e la determinazione di 
MP ci farà conoscere la natura della curva 

57. Prendiamo pertanto due porzioni ugua- 
li MM\ M'M" della AMM' M" B ; sie- 

no F , F ^ le risultanti di tutte le forze che 
rispettivamente agiscano sopra ciascuna di que- 
ste porzioni ; queste risultanti per supposizio- 
ne saranno eguali . Sìeno condotte ai punti 
M ^ M' le tangenti TM , e T' M\ Si faccia la 
lunghezza della fune ABz=a , ed APzzx , PP'— 
iV=Pr= ec. , PM=z^^=z, 


!dz\ 

%tn.MTPz=. W 

, sen. M'TP'-zz W 

✓i-e’i 


oA. MTP— ' 

,rn. U’T'P'— ' 




Sulle direzioni delle forze F , F prendia- 
mo due porzioni qualunque per rappresentarle. 
Decomposte questo due forze in altre - quattro 
secondo gli assi delle rr, e delle a , se chiame- 
remo « , x' quelle che agiranno secondo le x ; e 
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/S' quelle che agiranno secondo le 2, facil*. 
niente si vedrà essere 

« = Fcos.MTP , d ^Fcos.M’T'F 
^=zF sen. MTP , ^<—F sen. ATTF 

e sostituendo , sarà 




facendo 1 ’ arco AM zz S = *S . Dunque fatte 

X 

le sostituzioni , avremo le quattro forze « , 

|3 5 e /S' , ridotte ad 



Osservando che le forze le quali agiscono 
tanto secondo le re, che secondo le 2, sono 
opposte ; ne verranno le risultanti 

F F = o 
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e non tenendo conto che delle prime poten-* 
ze di te , siccome evidentemente si dimostra 
dal pr. Brunacci , avremo la forza che agirà se- 
condo l’asse delle z eguale ad F w , 

/dS\ ^dx*f 

\dx) 


59 . Se si riguardi 1’ arco MM' come 
una verga inflessibile , questa verga sarà solle- 
citata nel senso delle z con la forza assoluta 


Fw /ddz\ 
\dx 


. Dividendo quest’espressione per la 


massa della verga , s’ otterrà la forza accelera- 
trice secondo 1’ asse delle z ; la qual forza si 
potrà comparare con la gravità ordinaria G , 
che è r unità di peso . 

Supponghiamo la massa AM •zz.f[x]‘, sarà 

A M' =f{x-t-a>)zrf(x) -nec.; quindi sarà 




\ 
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la massa cercata — , trascurando 

anche qui le potenze di w superiori alla pri- 
ma . Dunque la forza acceleratrice secondo le 

F /ddz\ 

z sarà eguale a ,dS\ /df\ \dx^/ • 

VJx/ 


noto principio galileano 
trici e ritardatrici si 


delle forze accelera- 


ha mz= 



es- 


sendo m la forza acceleratrice , o ritardatri- 
ce semplice ; t il tempo ; e z lo spazio 
percorso ; dunque nel nostro caso, avremo 



/ddz\ 


Similmente per lo 


stesso principio galileano applicato alla cadu- 
ta de’ gravi , si avrà , chiamando s lo spazio 

percorso , G — j ® integrando due vol- 


te , si avrà Gt^ = as ; e perciò Gx» = a/i , 
chiamando » il tempo , che un grave impiega 
a cadere dall’altezza data h . 


Siccome poi la formula m 



non 


indica a rigore che una semplice proporzio- 
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nalità, cosi avremo 


Si 


\dx/\dx 


/<iuz\ tddz\ ' 
W' ‘ \dt'' 


o sia 


%hF. ^./ddzy 


• an r . i. _ /ddz\ 

Posto f{X) in vece di 


in fine 


• /ddz\ » /aaz\ 

■■ -•(dT.)=-'^K(s -0 


ìhF 

ddzy 


avremo, 


equazione fondamentale del problema, e che 
ha luogo egualmente se la denùtà della corda 
è costante, o se è variabile da un punto della 
curva all’ ^tro . . 

PROBLEMA IL 

Dcir oscillazioni d' una catena pesante . • 

6o. Se supponghiamo che un filo privo di 
gravità e attaccato a un punto fisso , venga ca- 
ricato di due pesi uguali , poscia di tre , di 
. V ... I 


Digilized by Google 



quattro , e' di un numero iq^nito di -essi tfei| 
che sien posti a distanze eguali, l’ uno dall’ al- 
tro , si avrà l’idèa d^una ^ catena^ ^ugualmentà' 
pesante . Sia rappresentata questa ^ patena per 
ÀC ^ o AF {fig. 3. ) , e sia A il' punto fisso 
a cui rimane attaccata. * fcii ; 

Prendiamo due 'punti ..qu'alinnqift Af , M'’ 
sulla catena AF\'&\ abbassino m' perpendico- 
lari MB , M'B' , che indicheranno gli spazj 
percorsi orizzontalmente . Si prenda, l’ origine 
dell’ ascisse dal punto infimo C,' e\ si ponga 
ACzz: AFznl iAM ms , CB —X , BM=:z =z., 

x,t 

si Bvrk MM'—^^y . Sia la forza di gravità 

nello stato naturale z= i i Poiché la forza acce- 
leratrice in ciascun punto M della catena co- 
me dimostra D. Bcrnoulli negli anticlii co- 
mentatj di Pietroburgo, è eguale alla somma 
‘de’ seni degli angoli di contatto che sono fra 
A eà M , diminuita questa d’ una terza ’ prò- , 
porzionale , che vien composta del corpo in 
M ^ della somma di tutti i corpi in MF, e 
del seno dell’ angolo di contatto in M'\ per- 
ciò si troverà la forza acccleratrice nel punto 
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Dunque pé’ noti principj meccanici si avrà 
l’equazione 


; - éddz\ (^•— ^) iddz\ r r ri ^ idz\ \ 

“ te/ “ te*/ '' ’ ISr j . 



nella quale, se faremo/ — s = a?,si ridurrà alla 
seguente 

\ dt^r. \ dx^f \dx' 

. che è una di quelle integrate nella quinta 
classe , ’e perciò la soluzione del problema 
Verrà ad 'essere adempita interamente . - 

6 1 . ' Nel problema considerato ' abbiamo 
supposto che i pesi i quali caricavano la ca- 
tena fossero eguali, e" posti 'ad eguali distan- 
ze r uno’ dall’ altro ; se ora supporremo sol- 
tanto, che i pesi sieno disuguali , avremo in 
questo caso una catena di variabile' grossezza , 
'e l’equazione trovata 'cangierà d’ aspettò'. ‘ 

Di fatto se oltre alle denominazioni é 
alle cose dette di sopra 'rappresenteremo per 
/(p{x)d£ la massa della porzione Z— 5=x di 
catena , avremo la forza acceleratrice in M 

:=-^fd. (~) — ‘ quindi si ricavé- 

• ^ r . w/ fw Wx*/ ^ 

,rà l’equazione - - - ■ 
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( ddz\ ' Mx\dx /ddz\ 
dvl ^x) \dx*f \dx/ ' 

che è la generale considerata in principiò 
della quinta classe . 

PROBLEMA III. 

Dell' oscillazioni d' un fiuido elastico 
rinchiuso in un tubo di figura 
conoidale qualunque. 

6a. jÀ. meglio facilitar la ricerca supporremo 
tutto il fluido rinchiuso nel tubo di forma 
conoidale diviso in una infinità di strati per- 
pendicolari air asse , e la larghezza variabile 
di ciascuno di questi strati la supporremo 
eguale ad /'(x) t cioè ad una funzione della 
parte corrispondente x dell’asse . Sia dato 
di più che gli strati conservino il loro parai* 
lelismo, e che z sia lo spazio infinitesimo 
percorso da uno strato qualunque F[x)dx nel 
tempo t; chiaramente si vedrà che F[x)dx si 

cangierà in ^F[x)-^^!^z^\dx-^ 2 \z=: F{x)dx 
~t~F{x)dz^^-^^zdx , trascurando cioè gl’ infi- 

ax 

nitesnni d* ordine secondo . Ma pe’ noti prin- 
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cipj cT idrostatica , chiamando C 1* elasticità dèi 
fluido nello stato naturale , si avrà T elasticità 
del fluido contenuto nello strato F\x)dx dopo 
il tempo t eguale a 



F{x)ix-^F[x)dzr</J}É 
dx 

trascurando anche qui ciò che sì deve . Ora 
presa la differenza negativa di quest’ ultima 
espressione , si otterrà 1’ eccesso dell’ elasticità 
d’ uno strato qualunque sopra quella dello 
strato che segue imuieiiiatameute : dunque dif- 
ferenziando avremo — C —Cd. 

\dx) F{x)dx * 




la qual quantità presa negativamente darà l’ ela- 
sticità cercata, e cioè C Cd. , po- 


sto — f {^) - Moltiplicando pertanto 

quest* eccesso d’ elasticità per la larghezza 
dello strato, e divìdendo tutto 

' * dx 


per la massa F{x)dx., avremo la forza accele- 
ratrice che tende a far percorrere lo spazio z. 
Dunque pe’ cogniti .principj meccanici potremo 
formare l’ equazione che esprimerà il moto 
del fluido nel tubo di forma conoidale; e sarà 
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Fix)dx 

la qual equazione per la supposizione di s 
infinitesima si riduce alla seguente . 


Quest’ equazione è per l’ appunto quella 
elle abbiamo integrata nella terza classe .• Se ’ 

si farà /(ar) = , ne verrà la trasformata- , 



/ddz\ 


i 

1 

c 

.te/ 

X \dxf J 


la quale pertiene al caso che il tubo venga 
formato dalla rivoluzione d’ una paràbola ò’ • 
d’ un iperbola qualunque. • - 

Si sarebbe potuto sciogliere, questo "prò- • , . . 
blema co’ principj di Lagrange nuovamente ‘ 
introdotti; ma la .soluzione sarebbe stata mol- i- 
to più lunga. Altronde chiamerà di risolverlo . 

con queste nuove teorie , potrà consultare il 
lodato corso di matematica sublime del pr. 
Brunacci.nel tomo secondo dove incontrerà la 
soluzione d’ un problema quasi per lo affatto . ; 

consimile . ' ' • . . 
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PROBLEMA IV. 

Sulla propagazione de' tremiti 
in un mezzo elastico . 

63. S imagini il mezzo nello stato d’ equili- 
brio , e la sua densità eguale ad uno , e la 
sua elasticità equilibrata dal peso d’ una co- 
lonna del medesimo fluido., la cui altezza 
sia eguale ad A . Si consideri in primo luogo 
un elemento qualunque’ di fluido che nello 
stato d’equilibrio si trovi nel punto D [fig.^.), 
determinata la posizione di questo punto dalle 
tre coordinate perpendicolari fra loro AB = x , 
BCzz:y, CDzzzz. Sia dato che stante l’agita- 
zione r elemento D venga trasferito in D ' , 
essendo D' determinato dalle coordinate AB' 
:=zx , B'C-zzy' ,C D’zzzz , le quali poiché sono 
certe funzioni di x , y , z % potremo supporre 
dx' zrz Ldx^Mdy-¥-Ndz 
dy = Pdx-i-Qdy-i-Bdz 
dz =Sdx-*-7dy-t-Fdz 

Consideriamo secondamente un volume di flui- 
do, che nello stato d’equilibrio abbia la figu- 
ra piramidale DE' ED' (fig. 5.) rettangolare, 
e che per l’agitazione venga trasportato in 
ded'e la cui figura verrà ad essere pure pirami-^ 


88 ‘ ^ 
dale . Facciamo . ' 

JBz:zx, BC :xzy iCDzz.z, * ' 

BB xz et y CF ^ , DE m! jx ì' . 

ed avremo il volume della piramide • 
DE’ED'zni^^: . . 

Similmente facendo ' . ■ J- 

Abznx , bcz=y ^cezzz 

Apxzx -¥• L et y pq —y' » ,qd zzzz -i-S X , . 

Ab’z=x'~*-M fi ,b’c y cdzxz-^T fi , 

Anvzz x'h- N fi yWix^ j'-+- ^ u , ne' = z'-4- E ix y' 
avremo con ciò determinata la posizione dei 
punti d, e , e',d’: Ora per avere il volume . 
della nuova piramide ded'e'y basta osservare 
che rpiésta non è che l’af;gregato 'dei prismi 
ccnede -h cqned'e -t- qc'nd'de meno il prisma 
cqc&d'd . Ma le solidità di questi prismi sono 

Solid.cc'ne^?e'=:5|ceH-^d'-+-ne']X Area del T. cqrn 

■ Solid.o^yned'e'rr | |ce-i^c'd-4-ne']X AreadelT.cnc^ 

Solid .qcnd'dc'xz \ ['/d’-4-c't7-+-ne']x Area' del T.c'ri^ 

Solid.c^c'cd'rZzr J [ ,e-t-(|'d'-+-c't/JX Area del T. cqc 

sostituendo si avrà • 

Solid .ccnede'— | [3z‘-+-o « !* ]X Area del T,cqn 

t 

Solid.c^ncrf'e'r:, [Sz'-j-jT fi -t-Ffj. ]X Area delT cnc ' 
Solid. ^c'uf/'c/e'= j J3s’H-5»-+-7'^-«-Fiji]A.delT.c'n5f . 
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Solid.c^c'edc?=: } |3a'H-5 «-4-7’ |3]X Area del 'T.cqc 

e però la solidità della piramide ded'e sarà 
eguale — j Sx XArea del T. cric — I 7"^ X Area del 
T. cr/a-H 5 r^/X Area del T. cfjfc'. 

Per trovar 1’ aree di questi triangoli , os- 
serveremo che bpz=:Ap — Abz=.L « , bb'=Ab' — Abz:z 
M jS , bniz=Am — Ab—Nfi; e quindi l’area del tri- 
angolo cnc— i bb'\2j-¥-R » b'rn[‘ 2 y'-t-Q jS-t-/?,** J 

— i hm[‘ 2 y-^R |ut]= J [bm.Q ^ — bb'.R .«]= ~ N l^.Q/S 

— iiW ^.R fx=:i^ijlNQ — A/R] ; quella del triangolo 
cqn — \ Ò/72 [ay-t-TJ f* jH-lw/>[ay-4-/*«-4-/? u ] — 

ìbp^ 2 y’-^Px ] == i jtfA \ LR — NP\ , fatte le sostitu- 
zioni come sopra ; e finalmente si troverà 1’ a- 
rea del triangolo cqc'=ia^lLQ — MP\. Ricave- 
remo dunque che la solidità della piramide 
ded'e è eguale a 

: {y\LQ—MP\—T [L/{— iV/’] —5 [NQ—MR] ) 

e che però la densità del mezzo agitato in z 
sarà eguale ad 

I :[LQF^MPV-^MRS—NQS-^NPT-LRT\ - 
e chiamando p 1’ altezza della colonna che e- 
quilibra T elasticità , avremo 
p=h: \LQF^MPF^MRS—NQS-^NPT—LRT\ 
c poiché questa è una funzione delle tre va- 
riabili X , y , z , porremo dp=FAx-^Fdy-*-Gdz , 
onde si avrà 


m 


qo 



Sia , per restringere , 

LQy^MPV-^MRS—NQS-^NPT^LRT=iK ' 
sarà F=i ^ . Concepiamo ora un punto vici- 
nissimo a £) , e sia determinata la sua posi- 
zione dalle coordinate x-w/x , y-*~dj , on-dz ; 
questo punto dopo l’ agitazione si troverà vi- 
cinissimo ad e , e determinato dalle coordinate 

x'-t- Z,(/x-+- Mdy-i- Nilz 
y Pdx •+• Qdy -¥-Rdz 
z H- Sdx ■+■ Tdy -+- V dz 

' 'Dunque reciprocamente se la posizione di que- 
sto punto vicinissimo ad e resti determinata 
dalle coordinate x-h * , j-*- (J , , la situa- 

zione di questo stesso punto nello stato d’ e- 
quilibrio sarà determinata dalle coordinate 
3>+-dx , j-t-dy , z-nd; , in modo che 

MR-NQ] 

K 

r[t?c_pr]^^Z,r_.V5]-»-iu[vp— rv?] 

J 
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Jiqii 


iii^cd bu GoogU 


9 ^ 


_«[Pr-()S]-f-|S[3f5-Lri-f-[L<?-/>/p] 

K 

Ma essendo nel punto e 1’ elasticità ^ = ^ > 

sarà nel punto vicinissimo ad e eguale alla 
quantità p-¥-£dx-^Fdj-t-Gdz , e j>er abbreviare 
ponendo 

E[QF^RT\ ^F[RS-PF\~t-G [PT—QS]z=A 

E [NT^MV\-^F[LV—NS\ -k-G\MS—LT\—B 

E [MR^NQ]-^F[NP--LR\-^G\LQ^NP\=zC 

avremo in fine T elasticità nel detto punto 
espressa per la quantità 

Àx -+- •+• Ou. 

K 

essendone L la densità . 

K 

64- Consideriamo in fine un parallelepi- 
pedo rettangolo dcc'd 'qp mp ( fig. 6 ) ; i cui 
lati paralelli alle coordinate x, y , z, sieno 
cc''= » , cd=. ^ , cp= fi ; il volume del parallele- 
pipedo sarà eguale ad , e la massa eguale 

ad ^ . Per conoscere le forze da cui viene 

IT 

sollecitato questo parallelepipedo , cerchiamo 
l’elasticità del mezzo a ciascuno dei suoi an- 
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goli mediante la seguente tavola 


Punti , 

Coordinate . 

Elasticità . 

c 

t 

X 

y 

P 


d 

1 

X 

z' 

P -f- 

K 

d" 

x'-i-X 

y^ 

P -H 

K 

ir 

C 

x'-hX 

1 t 

y - 

P -H 

Ax 

T 

P 

r 

X 

t f , 

y 

P -+- 

Ca 

K 

m 

f 

X 

y~hiì 

P -4- 


» 

P 

x'-^-x 


P -1- 

A x-^- B^-¥"C IX 
K 

9 

x’-i-x 

y . 

P -+- 

A r-t-Ca 
K 


Ora siccome le faccie opposte del paral- 
lelepipedo cdmp , c"d"pq , che hanno per su- 

perfide |3a ? differiscono in pressione di — , 

<]uindi ne nasce una forza che agisce secondo 

r asse delle x , e che è uguale a — ‘ 

Similmente il parallelepipedo sarà sollecitato 
secondo le direzioni di j’,e di -'da due for- 
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ze consimili « cangiata soltanto la lettera A in 

B f e C rispettivamente . Dunque essendo 

la massa del parallelepipedo , e introducendo 
l’altezza clic un grave impiega a cadere in un 
secondo , avremo pe’ noti prineipj galileani le 
tre equazioni 



le quali servono per tutti i tremiti possibili . 

Ora facendo x'—x-*-p , , z’—z^r, 

essendo p ■, q , r quantità iiilìnitesime ; avremo 

àj>—[ L — r )dx-^M dy-^Ndz 

d(^—Pdx-i~{Q — t )(/y'-f-/?(/s 

drz=.Sdx-^Tdy-^{F—\ )dz 

e quindi prossimamente L—i , M'=io , iVrro , 
Pz=.o , 0=11 , R—o, S—c, T—o, y=z\ , Kzzzi . 
E pel differenziale di p avremo 
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Similmente si troverà yi —E , B^zF , CrrC 
per eliminare L, Q osserveremo che è 


<^“© '■=“© 


dq^ 


dyì 


e sostituiti questi valori nelle tre equazioni 
trovate, avremo 


I 

/ddp\ 

iddpy. 

iddq V 

/ ddr \ 

ugh 

\dF)- 

'■ \dx’)~^ 

\dxdyf 

\dxdzf 

I 

%gh 

fddq\ 

1 ddp V yddq\ , 

\dxdyì 

< ddr \ 
\dydzf 

1 

jddr\ 

(ddpy. 


/ddr\ 

agA 

uFf- 

- \dxdz) ■ 

\dydJ 

\dFÌ 


Ora ponghiamo 



avremo 



e facilmente si ricaverà 1’ equazione 


/ddu 


\ /ddu\ 

/ddu\ 

jddu\ 

ì ” \dFI 


\dFl 


che è quella che abbiamo presa in considera- 
zione nell’ undecima classe . 
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65. Se volessimo considerare il caso che 
il tremito iniziale fosse raccolto in uno spazio 
piccolissimo , e che in seguito si spandesse in 
qualunque senso ; allora supponendo A il cen- 
tro dell’agitazione primitiva, e p=zxs , qz^ys , 
r=zs , sarà s funzione del tempo t e della 
quantità |/'[xx-hjj-»-2.3]=(v che indicherà la 
distanza del punto A . Ma essendo come è ma- 
nifesto 

ds dt-t-( —'S div 

* \dt/ ^dw' 

avremo 

^dt' w ^ '^dw' 

Differenziando i valori di p , sostituen- 

do , avremo 

^dx' w \divf 





e sostituiti questi valori nell’ espressioni di u, 
cioè in 
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©* 


si otterrà 


u = 

•+■ w \ 

\dwf 

Ora essendo 


X A 

l s\ /dw\ X- 

\dx/ u> \o 

Iwl \d xì w 

r equazione 

« 


I /d(ìp\ _ / ddq \ / ddr \ 

ag/i \ dP ) \ dxy Kdxdyì \dxdzì 

sì trasformerà^ella seguente 
1 fdds\ 4 /dds\ 

w\d(v) \dw'f 

A quest’equazione si riduranno pure le altre 
due , facendo le medesime operazioni , 

Ponghiamo nell’ equazione ottenuta 5=“ 

w 

avremo sostituendo 


/ddu\ 

/ddu\ 2 

/dm 



\dJ 


2» 

ww 


die è un caso particolare dell’ equazion gene- 
rale integrata nella classe seconda . 
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PROBLEMA V. 

Determinare il moto relativo d’ un sistema 
di corpi attorno ad un corpo considerato 
per centro de' loro moti. 


66. Sia rappresentato da M il corpo che ser- 
ve di centro al sistema di corpi indicati da m , 
m\ m", ec. Sieno « , (3 , ^ , le coordinate rettan- 
gole di J/; » -*- X, (3 -4- y, ^ -H z, quelle di m; 
» - 4 - x', /3 - 4 - y', u - 4 - z', quelle di m'; e cosi degli 
altri . Chiaramente si vearù che x,y ,z saranno 
le coordinate di m in riguardo ad Af; che x', y', z* 
saranno quelle di m' in riguardo allo stesso cor- 
po, e cosi si dica del resto. Facciamo 

r=v/[x*-«-y*-»-z’] , r'=\/[x'*-»-y'*-4-z'*] , ec. 

le r , r', ec. esprimeranno le distanze rispettive 
de’ corpi m , m', ec. da M. 

La distanza di m' da m è eguale a 

v/ [(x' - a:)- + (y y - s)-] 

e però la sua azione sopra lo stesso corpo m 
Sara per la legge della gravità universale 



(x' - x)‘ -t- (y’ — y)* (z' — z)‘ 

n 
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Decomposta quest’azione parallelamente agli as- 
si delle x,y, e a, la forza parallela all’asse del- 
le X, e diretta in senso contrario della loro ori- 
gine sarà 

m . (x' — x) 

[(x'-x)'H-(y'— y)‘-+-(z'-s)‘]* 

la quale si può mettere sotto la forma 

d m.m! 

y/[(x' — x)V(y'— yy.i-(a' — z)‘] 
d X 

c cosi si dica dell’azione di m" sopra ni ec. 
Supponghiamo dunque 

• m.m' 

m.m" 

(y - r)‘ 

verrà ad essere Q la somma dei prodotti a due 
a due delle masse m , m' , m", ec. divise per le 
loro distanze rispettive 1’ una dall’ altra . Espri- 
merà ~ (^”) somma dell’ azioni de’ corpi m , 

m", ec. sopra m decomposta parallelamente all' 
asse delle x , in senso contrario dell’ origine del- 
le coordinate. 
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Ora r azione di m sopra M decomposta pa- 
rallelamente all’asse delle x, ed in senso contra- 
rio della loro origine, sarà ; quella di m so- 

pra M decomposta ugualmente, sarà , e lo 

stesso sarà delle altre. Indicando per dt \ ele- 
mento del tempo, avremo pe’ noti principj di- 
namici l’equazione per determinare » 

( dd«\ mx 

similmente si avranno per determinare p e l’e- 
quazioui 


mz 


L’ azione di M sopra m decomposta paral- 
lelamente all’ asse delle x e diretta in senso con- 

, . . . Mx 

trano della loro origine, sara pr j e sicco- 

me la somma delle azioni de’ corpi m', m", ec* 
sopra m, decomposta secondo la medesima di- 
rezione, abbiamo veduto essere , dun- 

m ^d xf . 

que avremo 1’ equazione 


jdd .(m x)\ Mx t /dQ\ * 

( dè )■*■ r* “mlrfJ 

id d ^r\ 

nella quale posto in luogo di y^-^) *1 S'io 


lore 2 . — - , si avrà 
r 


( ddx\ mx ^ mx 


Mx 


mx i /d 


Similmente avremo per rapporto ad y e z l’c- 
quazioni 

« 

Queste tre equazioni si ponuo mettere sotto 
la forma 

essendo 

M-^m ^ m' {x x’ y y’ z z') Q 

7 = z _j 


m 


Se le variabili x' , y' , z' , x" , y" , ec. che rin- 
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chiude T saranno indipendenti da x^y , e z , sì 
vedrà facilmente risultare 1’ equazione 

(ddT\ /ddT\ idd 7 \ 

Vd^ì ~ • 

che è quella integrata generalmente nella deci- 
ma classe. 

PROBLEMA VI. 

Attrazione delle sferoidi. 


67. \_/gni corpo celeste separatamente preso 
è la riunione d' un infinità di molecole dotate d’un 

f iotere attrattivo. Le sue dimensioni sono picco- 
issime relativamente^ alla sua distanza dagli altri 
corpi del sistema mondiale, e il suo centro di 
gravità è incirca attratto, come se in quel pun- 
to vi fosse riunita tutta la massa; quindi è che 
esso stesso agisce sopra i differenti corpi in tutte 
queste supposizioni, e però puossi imaginare nel- 
la ricerca de’ centri di gravità dei corpi celesti, 
che questi altro non sieno che punti massicci riu- 
niti ne’ loro centri di gravità . L’ ipotesi della sfe- 
ricità de’ pianeti e de’ loro satelliti si è trova- 
ta approssimata e bastantemente rigorosa; onde 
qui prenderemo soltanto a risolvere il seguen- 
te problema concernente all’attrazione delle sfe- 
roidi per confermar sempre più 1’ importanza 
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di quanto abbiamo esposto nella prima sezione. 

68. Sieno .t, y, z, le tre coorainate del pun- 
to attratto che indicheremo per m; sia dM una 
molecula' della sferoide, e x', y', z', le coordina- 
te di 'questa molecula; se chiameremo p la den- 
sità di d M, essendo p funzione solamente di x’, y', 
e z', si avrà 

d M = p . d x' . d y\ d z' 

L’azione di cZJ/ sopra m, decomposta parallela- 
mente air asse delle x , e diretta verso la loro 
origine, sarà 

p . d x' . d y' . d z' {x — x’) 

o sia 



p . d x' • d y’ . d z' 
y/[(x — x')^-H(y — y')*-t-(z 
d X 



e chiamando V l’ integrale 



p . d x' . dy' . d z' 

v/[(x — x')*H- (y — y')‘ (z — z’)’] 


esteso alla massa intera della sferoide, verrà ad 
essere F eguale alla somma di tutte le molecule 
della sferoide divise per le loro distanze rispetti- 
ve dal punto attratto. 
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Supponghiamo 

ed avremo F= f p, R • dx' .dy . dz' , integrale 
che debbe aver luogo, supponendo soltanto varia 
bile x\y' 3 e z’-, dunque did'erenziando avremo 


/P- 

ma 


idd V\ 

iddV\ 

iddV\ 

Kin^ì 

(df)'^ 

V dz* / “ 


, r/ddR\ 

/ddR\ /ddR\^ 

X .dy .d 

^ [( dx‘ ' 

\dfl ' Vdz*/J 

/ddB\ 

(ddR\ i 

fd d R\ 



ldz*)=='‘ 


e però 1’ equazione trovata si ridurrà a 



la quale abbiamo completamente integrata nella 
classe decima. 


PROBLEMA VII. 

Attrazione delle sferoidi sopra un punto esteriore. 

6o. R.appresenti Z la somma di tutte le mo- 
lecule della sferoide, divise tutte e ciascuna per 


>Io4 

le loro dista>nze rispettive dal punto attratto; a,6,c 
le coordinate del punto attratto; x, y, z quelle 
di una molecula della sferoide, cui chiameremo 
d M\ presa dall’ interno della sferoide l’ origine 
delle coordinate, avremo 


7 . ** ^ 

~J 

Quest’ integrale si dee prendere relativamente al- 
le variabili x, y, js, ed i suoi limiti sono indipen- 
denti da a, 6, c; ciò posto, se differenzieremo, si 
avrà 



la qual equazione fu generalmente integrata nel- 
la classe decima, e perciò il problema dell’ at- 
trazioni delle sferoidi sopra un punto esterno 
vien ad essere completamente resoluto. 

Per questi ultimi tre problemi si può consul- 
tare la meccanica celeste deW illustre sig. Lapla- 
ce, onde vedere gli usi estesi a cui servono per ri- 
solvere delle questioni d' astronomia fisica della 
massima rilevanza. 
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PROBLEMA Vili. 


Del moto de* jluidi. 

70. I-i equazion generale che rappresenta V e- 
quilibrio de' fluidi, viene indicata come è noto da 

5p = q {P. ìx i y R. f z) 

essendo p la pressione, q la densità, ^ la caratte- 
ristica la quale però non si riferisce che alle co- 
ordinate X, y, z della molecula. Quando il flui- 
do passa dallo stato d’equilibrio a quello di mo- 
to, allora fa. d’uopo porre nell’equazione dell’ e- 
quilibrio le quantità - - 





in vece di P,Q, B, onde ottenere l’equazione 
che esprimerà il moto del fluido. Questa sarà 


iV^ÌP=:fx. 

? 




chiamando 9 P la. quantità P.ix-t-Q.Sy-t-B.Sz. 
Ma r equazione trovata equivale a tre equazio- 
ni distinte; poiché essendole variazioni ' ^x, 
i z indipendenti , i loro coefficienti si ponno se- 
paratamente eguagliare a zero. 

0 


io6 

Per adempire alle condizioni della continui- 
tà del fluido, eonsideriamo aiP origine del moto 
un parallelepipedo fluido rettangolo le cui di- 
mensioni sieno rfo, d b, d c, e (qj sia la densità 
primitiva; sarà la massa (q).da. db. d c. Ora 
se noi suppongliiamo che (A) indichi questo pa- 
rallelepipedo, è facile vedere che dopo il tem- 
po t esso si cangierà in un parallelepipedo obli- 
quangolo; mentre tutte le molecule situate pri- 
mitivamente sopra una superficie qualuiu^ue di 
(A), resteranno in uno stesso piano, almeno tra- 
scurando gl’ infinitesimi d’ ordine secondo: tutte 
le molecule poste sopra gli spigoli paralleli ad ( A) 
si troveranno sopra piccole rette eguali e paral- 
lele tra loro. Sia (B) questo nuovo parallelepi- 
pedo, e si concepisca che dulie estremità dmlo 
spigolo formato dalle molecule che in (A) com- 
pongono lo spigolo de, si conducano due piani 
paralleli alle x, e alle y. Prolungando gli spi- 
goli di (B) finché incontrano i due piani, si avrà 
un nuovo parallelepipedo (C) compreso fra i due 
primi, ed eguale a (B)\ ciò chiaramente si ve- 
de mentre quanto uno de’ due piani sottrae dal 
parallelepipedo (B), altrettanto vi aggiunge 1’ al- 
tro. 11 parallelepipedo (C) avrà le tlue basi pa- 
rallele al piano delle x e delle y\ la sua altez- 
za compresa tra le sue basi sarà eguale alla dif- 
ferenza di z presa nella sola ipotesi di c varia- 
bile, e si avrà ^ c per quest’ altezza . 
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Ad ottenere la base del parallelepipedo fCj 
si osservi che essa è eguale alla sezione di (Bj 
mediante un piano parallelo a quello delle x, y; 
e sia fhj questa sezione; In riguardo allo mole- 
cole di CUI sarà fonnjita, il valore di z sarà il 
medesimo, e si avrà 



Sieno i M, ì N, due lati contigui della sezione 
(hj di cui il primo sia formato da molecule deU 
la superficie ab.de del parallelepipedo ed 
il secondo da molecule della superficie da.de. 
Se dall’ estremità tW. i M s’immaginino due rette 
parallele all’asse delle x, e si prolunghi il lato 
del parallelogTìtmsao q^- parallelo a i M fino ad 
incontrare le rette, queste intercetteranno fra lo- 
ro un nuovo parallelogrammo (k) eguale ad (k) 
e la cui base sarà parallela all’ asse delle x. Es- 
sendo il lato i M formato da molecule della su- 
perficie db.de, relativamente alle quali il valo- 
re di z è lo stesso; si vedrà che l’altezza di (K) 
è la differenza di y, supposti a,z,t costanti; 
e sarà 
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donde si ricava T altezza del parallelogrammo 


dy^ 


m 


La base di questo parallelogrammo è eguale ad 
una sua sezione mediante un plano parallelo all'as- 
se delle x; questa sezione è formata da mole- 
cole del parallelepipedo (d), rapporto alle qua- 
li z; , y sono costanti; dunque la lunghezza del 
parallelogrammo sarà eguale al differenziale di x 
preso nell’ ipotesi di 3 , y , c costanti, e perciò si 
avranno le tre equazioni 



Per restringere, facciamo 
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« si avrà 


àx 


IV. da 




con che si esprime la base del parallelogrammo 

X Il 1 * ' ■ » J'V . d a . d if 

fAy; dunque la sua superlicie sara — . 

(Tc) 

Questa quantità esprime pure la superficie del 
parallelogrammo (h)., la quale moltiplicata per 

. d c , darà W : d a . db . d c che viene 

ad essere il volume dei parallelepipedi (C) e 
Sia q la densità del parallelepipedo (A) 
dopo il tempo t; sarà la massa di (A) eguale a 
q . IV . da.db.de, la quale uguagliata alla sua 
massa primitiva, ne dà 

q JV=('qJ 


per l’equazione relativa alla continuità del fluido. 

71. Cerchiamo ora di trasformare le due e- 
quazioni trovate, e per questo supponghramo che 
u, V, V, rappresentino le velocità d’nna molecu- 
la fluida parallelamente agli assi delle x\ delle 
y, e delle z; si avrà 



1 IO 



Diflerenziando queste tre equazioni nel supposto 
di «, tJ» Vi funzioni di x, y, z, e del tempo f, 
avremo 


tddx\ /d 

(dc‘l W 



11 


j)*''- (È) 

!I 


r)*'’- (r) 


Quindi la prima dell’ equazioni trovate si trasfor- 
nterà in 



Per avere l’equazione relativa alla continuità del 
fluido , si concepisca che nel valore di JV le 
quantità a^b, diventino x, y, z., e che x, y, z, 
sieno eguali ad x-i-u d t^y v dt^ z -t-.v d f, ciò 


Ili 

che e({uivale a supporre le coordinate primitive 
infinitamente vicine da x, y, z; avremo dunque 




'd 


dyf 


e V equazione 


si trasformerà in 


q W—{q) 


Se consideriamo q funzione di x, y, 2:, e del tem- 
po ti avremo - ^ 

e sostituito questo -valore di (q) nell’ equazione 
precedente, essa si trasformerà in 



che è r equazione relativa alla continuità del flui- 
do e che anche, siccome facilmente si vede, è il 
differenziale dell’ equazione 

qW=(q) 

presa per rapporto al tempo t . 


Digitized by Google 



112 

La prima trasformata è suscettiva d’ integra^ 
zìone quando uix-irvfy-*-vtz è una varia* 
zione esatta di x, y-) s, essendo altronde ^ funzio- 
ne della pressione p. Sia 'questa variazione; 
l’equazione trasformata si cangierà in 






che integrata per rapporto a verrà 



Bisognpeblie aggiungere a quest’ integrale una 
costante arbitraria, funzione di t; ma questa co- 
stante si può supporre rinchiusa nella funzione 
Q. Quest’ ultima funzione dà la velocità delle mo- 
lecule fluide parallelamente agli assi delle x. y, 
3, perchè si ha 



La seconda trasformata per questi valori di «, 
u, t', si cangierà in 
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dalla quale ricaveremo per lo caso de’ fluidi omo- 
genei r equazione 



di cui abbiamo detto più volte eh’ è ìnteCTabile 
completamentè con gli artificj descritti nella de- 
cima classe. 


PROBLEMA IX. 

Del moto vibratorio dei timpani. 

72. Il moto vibratorio dei timpani si può 
paragonare al eascr tH- T irr^anno lino, o di una 
memorana stesa, ed in vibrazione. Affinchè più 
facilmente si possa sottoporre al calcolo il moto 
e precipuamente la tensione di una superficie, 
converrà osservare la sua generazione nata dal- 
la tessitura dei fili sparisi in lunghezza ed in lar- 
ghezza, conciossiachè in questa guisa si formano 
di fatto i panni lini, giovando poi il rappresen- 
tarci un numero quasi infinito eli fili nelle mem- 
brane . Consideriamo dunque in primo luogo per 
finiti gl’ intervalli dei fili che normalmente s’ in- 
crociano, e sieno questi indicati da tv; e da tv 
insieme si rappresenti la larghezza di ciascuno 
dei fili, come se tutti fossero si fattamente com- 
pressi, che da per tutto ugualmente riempiano 
P 



il piano. Nella figura 7. il numero dei fili para- 

AG 

lelli al lato AB sarà eguale ad _ — ;lalunghez- 

w 

r.a eguale ad AB, e la larghezza eguale a w, 
onde la loro somma sarà eguale ad A C . A B . 
Parimente la somma degli altri fili paralleli alla 
stessa A C sarà eguale ad A B . A C , in modo 
che la superficie rettangolare ABC D sarà egua- 
le a 2 A B . A C, imperciocché in virtù della tes- 
situra la materia si duplica da per tutto. Se mol- 
tiplicliiamo la quantità 2 A B . A C per la gros- 
sezza, che chiameremo k, avremo il volume del 
panno lino eguale 2 k. AB. AC, con la qual 
quantità rappresenteremo pure la massa. 

Potremmo attribuire a ciascuno dei fili una 
particolare tensione; ma affìiichó il calcolo non 
riesca troppo nojoso, e poiché per la scambievo- 
le loro intrecciatura appena può sussistere T inu- 
gualità della tensione, ponghiamo che ogni filo 
parallelo ai lati AB, e CD sia teso con tanta 
forza che resti eguale al peso del volume della 
stessa materia = 7 ik w, onde tutt’ insieme riman- 
gano tesi d’ una forza eguale li k . A C-, e che 
poi ciascuno dei fili paralleli ai lati A C, e B D 
rimanga teso d’una forza =fkw, talché la ten- 
sione di tutti insieme venga ad essere —fk.AB. 
Che se si concepisca un elemento qualunque rac- 
colto nel punto Y, dove cioè sia riunita la ma- 
teria che forma un sol quadratino la quale è 
= 2 k w w, è da osservarsi che la porzione p ^ 
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del filo riman tesa d’ una forza = hkw; e che 
la tensione dell’altro filo trasversale qr è = fkw. 
Laonde se tali punti si sollevino dal naturale lo- 
ro posto per minimi intervalli, rappresentati da 
a-.r, T .p 1 ^ . q , *'.r, e ^ .y , i elemento V 
sarà premuto per di sotto, stante la tensione del 
filo py, colla 

forza =hkw J- ^ ~ ^ .P 

\ w f 

= hk[2r.Y— T.p — T.y'^ 

e per la tensione del filo qr^ colla 

forza 

' W ' 


= fk {2 . Y—ir.q—.T.r) 

Quindi pe’noti principi meccanici nascerà l’equa- 
zione 


2kww 


( dd.T.Y\ r — 2g/iÀ;(2 T. K— r.p — 

df* /^l — 2gfk{2’r.Y—"T.q—^.r)j 


Che se fisseremo infinitesimi gl’ intervalli (V dei 
fili; e per un punto qualunque Y che è in ista- 
to naturale nel piano ABCD, poniamo le co- 
ordinàte ortogonali CXz=x, Xi=y^ e quindi 
il medesimo punto nello stato variato si sollevi 
da questo stesso piano per l’ intervallo = z, tal- 
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chè sia T . Y^z, sarà z una funzione si delle due 
variabili x, y, che del tempo t; e quindi pu- 
re sarà 


r.Y-^T.p = w 
r.y— 2t. 7— = 



Similmente si avrà 



e sostituiti questi valori nell’ equazione trovata, 
essa si trasformerà in 



equazione mancante di k, cioè della quantità che 
esprimeva la grossezza della membrana. Si av- 
verta che la lettera g denota 1’ altezza della ca- 
duta in un secondo, laddove il tempo t si espri- 
me in minuti secondi, eia quantità A, giusta le 
misure di sopra memorate, è proporzionale alla 
tensione de’ fili paralleli all’ascissa x, la quaiiti- 
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tà poi f è proporzionale a quella di quelli pa- 
ralleli air applicata y . 

Con metodi consimili si potrebbe parimen- 
te sciogliere' il problema della vibrazione delle 
lamine elastiche, il quale porterebbe a risolvere 
l’equazione sopra trovata per la vibrazione del- 
la membrana . 

73. Potrei qui offerire più e più altri pro- 
blemi importanti relativi al calcolo delle diffe- 
renze parziali, ma tengo per fermo che la scel- 
ta che ho presentata ai lettori sarà sufficiente a 
mostrare la rilevanza delle cose da noi trattate 
nella prima sezione . Nel corso delle mie ricerche 
su questa parte di matematica mi era passato 
per l'animo di formare una terza sezione, di- 
retta a dilucidare e discutere alcuni punti nelle 
parti meccaniche ed analitiche da noi esposte, 
come per mo’ di esempio quello delle curve di 
scontinue, che tanto ha agitato i geometri. 

Io voleva ad un’ ora porre a disamina al-^ 
cune fra le teorie esposte da Giordano Piccati in 
una dissertazione inserita nel prodromo dell' En- 
ciclopedia italiana, relativa alle corde di varia- 
bil densezza, che comunemente dagli artefici 
d' istrumenti vengono scartate ed escluse abben- 
chè suddite ad una certa legge ; ed a questo 
proposito presentar soggettate al calcolo alcune 
osservazioni e sperienze di non lieve importan- 
za del sig. Luigi Mozzi Ripetitore d’ eloquenza 
italiana e latina in questa Regia Università sul- 
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le predette corde e suirorgano della voce, osser- 
vazioni dalle quali egli ha anche tratto dell’ ap- 
plicazioni nuove e sagaci all’ arringa , all’ istrio- 
nica, e alla conservazione del vero senso de’ con- 
cetti e pensamenti di cui lasciano erede la posteri- 
tà gli scrittori. 

Di queste cose tutte che mi forniscono co- 
pia di materiali, mi riserbo a trattare ampia- 
mente in altr’ opera cui spero quanto prima di 
metter mano- 
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